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hình học đại số, ông đã viết nhiêu 
sách và tài liệu chuyên môn, các 
bài báo nghiên cứu của ông có 
mật ở nhiều tạp chí và kỉ yêu. 
OShea là thanh viên Hiội Toán 
học Mi. Liên hiệp Toán học Mi và 
các hội toán học của Canada, 
London và Pháp. Ông sống ở 
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ban trao giải thưởng Thiên niên kỉ 
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công trình tìm ra đáp án cho 
phỏng đoán Poincarẻ. 
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HENRI POINCARE - 
MỘT CUỘC ĐỜI PHỤNG SỰ KHOA HỌC 


Năm 1954, cộng đồng khoa học thẻ giơi kí niệm 100 năm 
ngày sinh của Jules Henri Poincaré. Ở thời điểm đó, tên 
tuổi của Poincaré chưa thực sự đạt đến định cao trong giới 
toán học, và lúc này, tình thần của Hilbert đang thống trị 
hẳu khắp tâm trí các nhà toán học. Cả trong nh vực vật lí 
học, tên tuổi của Poincaré vẫn chưa có gì nổi trội. 

Năm 2012, chúng ta kỉ niệm 100 năm ngày mát của 
Poincaré, đanh tiếng của ông đã đạt được những, đỉnh 
cao mới trong giới khoa học và trong công chúng. LÀ một 
hà toán học, một nhà vật lí lí thuyết, một triết gìa, ông có 
tắm hiểu biết cũng như tâm ảnh hưởng sâu rộng lên 
nhiều lĩnh vực khoa học. Trong lời giới thiệu ngắn gọn 
này, chúng tôi muốn gửi đến quý độc giả chân dung của 


_ ` `...a ^ "* Ấ .2 
ông - một con người suốt đời công hiền cho khoa học. 


1. Cuộc đời và sự nghiệp 

Henwri Poincaré sinh ngày 29 tháng 4 năm 1854 tại 
Nancy trong một gia đình đanh tiếng vùng Lorraine. Ông 
nội [acques-Nicolas là một được sĩ; bố Léon, một nhà tâm 
thần học, là Giáo sư Y khoa, Đại học Nancy; chú Antoni 
(bó của Raymondl Doincaré - Tổng thống Pháp giai đoạn 
1913-1930) tốt nghiệp Đại học Bách khoa (Ếcole 
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Polytechnique), là Tổng thanh tra cầu đường. Còn cô em 
gái Aline thì kết hòn với triết gia nổi tiếng Emile 
Boutroux. Từ nhỏ, Poincaré được các thầy đạy tại nhà. 
Năm 1862, ông học tại Lycée ở Nancy (bây giờ được đổi 
tên thành Lycée Henn Poincaré để tưởng niệm ông, 
thuộc trường Đại học Nancy) và nhanh chóng trở thành 
học sinh giỏi nhất, một “quái vật toán học”. Sau khi tốt 
nghiệp tú tài về văn chương và khoa học (1871), ông học 
thi hai năm và thi đỗ trong kì thí quốc gia vào “Trường 
Lớn”. Là một trong năm sinh viên đỗ đàu vào cao nhất 
của Ecole Normale Supérieurc, và là thủ khoa của École 
Polytechniquc, ông đã lựa chọn ngói trường thứ hai. Tại 
đây, ông học toán dưới sự hướng dẫn của Charles 
Hermite, tiếp tục phát triển tài năng toán học của mình và 
viết bài báo đầu tiên (Démtonstration nowoelle des propriélós 
de [tndteatrtce đuwie surface) vào năm 1874. Sau đó, ông vào 
Trường Mỏ, nơi đã truyền cảm hứng về tính thể học và lí 
thuyết nhóm cho toán học của ông sau này. Poincaré 
nhận bằng dip-lôm vẻ toán học tại Khoa Khoa học vào 
tháng 8 năm 187. Trong hai năm cuối tại Trường Mỏ, 
Poincaré đã viết luận án Tiến sĩ về toán học đưới sự 
hướng dẫn của Charles Hermite. Luận án của ông vẻ lĩnh 
vực phương trình vi phán, dưới tiêu đề Sur les propriétés 
des foncHons definies par les équations diffếrcnces (Về các tính 
chất của các hàm số xác định bằng phương trình vì phần). 
Poincaré đã đưa ra một hướng mới trong việc nghiên cứu 
tính chất của các phương trình này. Ông không chỉ đối 
mặt với văn để xác định Hnh khả tích của các phương 


trình ví phân, mà còn là người đản tiên nghiên cứu các 
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tính chất hình học tổng quát của chúng. Ông nhận ra 
chúng có thể được sử dụng để mô hình hóa tương tác 
giữa các vật thể chuyển động trong Hệ Mặt Trời. Luận án 
đã mở rộng một số két quả cổ điển của Briot và Bouquet 
về các phương trình ví phân thường đơn lẻ thành các 
phương trình vi phân riêng phần. Và ông bảo vệ thành 
công vào ngày 1 tháng 8 năm 1879, tại Khoa Khoa học 
trước mót hội đồng gồm Bonnet, Bouquet và Darhoux. 

Sau một thời gian ngắn làm việc trong ngành Mỏ, năm 
1979, Poincaré được nhận vào Đại học Caen, Khoa Khoa 
học với vị trí là trợ giảng toán học, dạy môn giải tích. 
Nhưng ông cũng không từ hỏ hoàn toàn nghề mỏ. Ông 
làm kí sư tại Bộ Dịch vụ công cộng với nhiệm vụ là phát 
triển tuyên đường sắt miền Bắc từ năm 1881 đến 1885. Sau 
đó óng trở thành Kĩ sư trưởng tại Corps de Mines vào nãm 
1893 và Tổng thanh tra năm 1910. Đầu năm 1881 cho đến 
cuối sự nghiệp của mình, ông dạy tại Đại học Paris- 
Sorbonne. Ông liên tiếp được bổ nhiệm làm giảng viên vật 
lí cơ học và vật lí thực nghiệm vào năm 1885, Giáo sư Toán 
học vật lí và xác suất vào năm 1886, và Giáo sư Thiên văn 
học toán học và cơ học thiên thể vào năm 1896, Ông cũng 
đạy thiên văn học tại École Polytechnique và điện lí thuyết 
tại Trường Bưu chính. Ông là thành viên Nha Kinh độ (từ 
năm 1989). Vào năm 1887, ở tuổi 32, Poincaré được bàu vào 
Viện Hàn lầm Khoa học Pháp (Académue đes sciences) và 
trở thành Chủ tịch năm L90a. Ông được bầu vào Viện Hàn 
lâm Pháp (Academie francaise) vào năm 1909. 

Henri Poincaré là hình ảnh Hêu biểu về sự thành đạt 
trí tuệ và xã hội của thế kỉ 19 đầu thế kỉ 20. Ông cũng là 
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nhà bac học “xuyên ngành” cuối cùng: như một triết gia 
về phương pháp luận, ông là tác giả của những, công 
trinh kinh điển vé nên tảng phương pháp khoa học, vẻ ca 
cầu não trạng, của qua trình Khám phá; ở vai trò nhà vật b, 
ngày nay, ông được coi là đồng tac giả của thuyết tương 
đối hẹp, với tư cách nhà toán học, bên cạnh David 
HilberL, êng được coi là nhà toán học ví dại nhất, đồng 
thời là “bậc thầy phố quát cuối cùng”, bao trùm đại số học 
tắn hình học, h thuyết số và hình học. Chính ông, trong 
một công trình năm 1895, đã sáng lập ra một ngành mới 
của hình học mã ông đặt tên là “analysis situs“, ngày nay 
gọ! là topo học. Poincare có hài nghiên cứu sinh Hẻu biểu 
tại Đại học Paits là Louls Bachelicr (1870-1946, lí thuyết ỨC 
đoán, đóng góp cho toán tài chính) và [imitrie ompeiu 
(1873-1954, tác giả của bà toán Donapeiu). 

Ngày 17 thăng 7 năm 1912, ông mất sau một cuộc 
nhấu thuật không thành công tại Paris, thọ 58 tuối. Ông 
được chôn cát tại hằm mộ của gia đình ở nghĩa trang 
Montparnas»e, Paris. Vào năm 2004, Claude Allegre - cựu 
Bộ trưởng Bộ Giáo dục Pháp - đã để nghị Poincaré được 
chôn cát tại Điện Panthéon ở Paris, nơi an nghỉ của 
những người có công hiến lớn cho nước Pháp. 


2, Giả thuyết Poincaré 

Giả thuyết Poincaré là một trong những giả thuyết 
loán học nói tiếng, và quan trọng bậc nhất, là một trong, 
những thách thức lớn nhất của toan học thế kỉ 20 do Jules 
Hetri Poincaré dưa ra näm 1904, Gia thuyết Poincaré 


từng làm nhiều bộ óc toán học thế giới của thế kỉ 20 phát 
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sốt và biết bao chứng mính sai (cũng như những "chứng 
mình” Không đước chủ ý dẻn) da từng được đưa va. Học 
viện Toán học Clay đả xếp nó vào một trong bảy bài toán 
khó của thiên niên kỷ chưa giải được để thách đồ thế kỉ 
21 với giải thưởng lên đến 1 triệu U5D. Bài toán này được 
Gripori Perehnan chứng mình vào năm 2002, 2003. Trong 
100 năm tổn tại, nó trực tiếp và gián Hiếp đem về bốn Huy 
chương Ficlds cho Smale (1966), Thurston (1982), 
Freedman (1986) và Perelman (2006). 

Nhân dịp kỉ niệm 100 năm ngày mất của Herri 
Poincaré, Nhà xuất bản Tri thức trân trọng giới thiện với 
bạn đọc cuốn sách Giá thuyết Poincaré - Cuộc tìm kiếm hình 
dạng 0ñ lrụ, tác giả Donal OShea, do Nguyên Lương 
Quang, Vũ Khuê Tâm và Phạm Cao Tùng dịch. Cuốn sách 
được xuất bản với sự hỗ trợ của Viện Poincaré (Pháp). Giá 
thuyết Poincaré - Cuộc tìm kiếm hình dạne ph lrụ nói về một bài 
toán duy nhất như đúng tựa đề, cuộc hành trình 100 năm 
của nó bắt đầu từ năm 2003, khi được Perelmar chứng 
minh ròi trở về với nguồn CcỘI toán học, triết học của nó khi 
con người bắt đầu tò mò về vũ trụ và từ đó theo thời gian 
tuyên tính qua những băn khoăn của chính Poincaré đến 
những bộ óc vĩ đại khác. Là một cuộc đạo chơi qua các trí 
tuệ lớn và của các trí tuệ lớn, Giả thuyết Poincaré - Cuộc tìm 
kiếm hình dạng oũ trụ có thể giúp độc giả chuyên ngành toán 
học hay độc giá phố thông tìm thấy nhiều điều thú vị. 


ân trần trọng giới thiệu! 


Thắng 7/2012 
NHÀ XUẤT BẢN TRI THỨC 
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Cuỗn sach này chỉ bàn về một bài toán duy nhất. Nó 
được đưa ra bởi nhà toán học kì tài người Pháp Hemri 
Poimcaré hơn một trăm nàm trước, và kế từ đó đã cuốn 
hút cũng như làm phật lòng nhiều nhà toán học. Nó chỉ 
vừa mới được giải quyết. Đối tượng mà giả thuyết 
Poincaré hướng đến là trung tâm của trì kiến về chính 
bản thân chúng ta và về vũ trụ mà chúng ta đang sống. 

Tôi viết cuốn sách này cho những ai hiếu kì nhưng 
chỉ còn nhớ rát ít hình học phổ thông, mặc dù tôi cũng hi 
vọng những người có nền tảng toán học đáng kể sẽ thích 
nó. Đối với những ai có nhu câu tim hiểu thêm thì đã có 
các phụ chú cuối sách. 

Tới bất kì buổi họp mặt nào, ngồi cạnh bắt cứ ai trên 
máy bạy, lắng nghe những gì họ Tiói về toán học: Một vài 
người yêu thích. Nhưng phân lớn là không, và họ không 
đành những lời tốt đẹp cho toán, Một số tin rằng mình 
sinh ra đã không thể làm chủ toán học. Số khác không 
thích. Nhiều người ghét cay ghét đắng, nó, với tình cảm 
thường chỉ đành cho một cuộc tình đã tan vỡ. 

Làm thế nào mà một chủ đẻ tràn đây cái đẹp lại làm 
đây lên một loạt các phản ứng tiêu cực dến vậy? Sự chán 
ghét của một vài người dường như bắt nguồn từ nỗi sợ 
hãi. Tôi không ảo tường rằng một cuốn sách sẽ thay đổi 
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điều này. Nhưng nêu bạn là một người đọc với những 
cảm xúc chưa rõ ràng về toán học, tôi hi VỌnE cuốn sách 
nãy sẽ truyền cảm hứng để thúc giục bạn đọc thêm 
những cuốn sách về toán học khác, hoặc, nếu bạn là một 
sinh viên hay một người đang có ý định học thêm, xem 
xét việc học thêm một vài ngành toán. 

Tỏi hì vọng rằng bạn sẽ thích thú khi đọc cuốn sách 


này cũng như tôi đã thích thú khi viết nó. 
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Cambridge, 
tháng 4 năm 2003 


Những cuộc cách mạng, trong toan học thường khá "nh 
lặng. Không xung đột vũ trang. Không tiếng súng. Tin 
ngắn về chúng nằm xa trang nhất. Chẳng ấn tượng chút 
øì. Tương tự như buổi chiều thứ hai ẩm ướt ngày 7 tháng 
4 nănt 2003, tại Cambridge, Massachusetts. 

Cử tọa già trẻ tụ họp tại giang đường của Viện Công 
nghệ Massachusetts (MIT). Họ ngồi đầy trong phòng họp, 
giữa các lối đi, và đứng cả ở phía sau. Diễn giả, nhà toán 
học người Nga, Grigory Perelman, mặc một bộ com lẽ 
sâm màu nhãn nheo, đi đôi giày thể thao để mềm, bước 
vào khí được giới thiệu. Rậm râu, đầu hói, lông mày đậm 
và đói mắt đen nông nhiệt, anh thử lại micro rồi bắt đầu 
mót cách do dự: “Vì không giỏi nói chuyện thẳng thấn 
nên tôi sẽ bỏ qua sự rõ ràng để cho cuộc nói chuyện sinh 
động hơn“. Tiếng cười vui râm ran trong cử tọa và buổi 
điễn thuyết bắt đầu. Anh nhặt một viên phần trắng cực 
lớn để viết một phương trình ngắn co hai mươi năm tuổi 
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đời ` Phương trình đó được gọi là phương trình dòng 
chảy Ricci, mó tả độ cong khóng gølan nh một loại nhiệt 
kì lạ, tương tự dòng dụng nham nóng chay, cháy từ vụng 
có độ cong lớn và tìm cách lan ra các vùng có độ cong nhò 
hơn. 

Ferelman mời cự tọa tưởng tượng vũ trụ của chúng 
ta như một thành phân trong một tập hợp toán học trừu 
tượng khổng lỗ của tắt cả các vũ trụ khả đi. Ánh xem 
phường trình Rieci như một cách mô tả chuyển động của 
những vũ trụ khả đĩ này như thể chúng là những giọt 
nước được đỗ xuắng từ vùng đôi núi không lỗ trong một 
cảnh quan hùng vị, Khí một thành phản đi chuyển, độ 
cong thay đổi trong giới hạn vũ trụ mà nó đại diện, và ở 
một số vùng, độ cong này tiền gần đến một giá trị không 
đổi. Trong hầu hết các trường hợp, những vũ trụ này 
phát triển các dạng hình học đẹp đẽ, một số gióng với 
hình học Euclide mẫu mực mà chúng ta đã học ở phổ 
thông, một số lại rất khác biệt. Nhưng một vài đòng chảy 
đẫn đất sự rơi xuống của các giọt nước lại tạo ra vẫn đề - 
các yếu tô di chuyển đọc theo nó tạo ra các vùng xấu về 
mặt toán hợc mang tính chúa rẽ hoặc tệ hơn. Không vẫn 
để gì, diễn giả khăng định, ta có thể di đời những đòng 
chảy đó; và ông phác thảo phương pháp. 

Cử tọa bị thu hút tới buổi nói chuyện qua một bài viết 
mà Perelman đã đưa lên mạng tháng 11 năm trước. Trong 
phần cuối cùng của bài viết đó, anh nêu ra một luận điểm 
mà nêu đúng, sẽ chứng minh được một trong những giả 


' Phương trình ê(g,)= -2R,. 
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thuyết nổi tiếng nhất, khó nấm bất nhát, và đẹp nhất của 
toán học. Được đé ra vào năm 1904 bởi Henri Poincaré, 
nhà toán học hàng đâu thời đó và cũng là thiên tài của 
mọi thời đại, giả thuyết Paincare là một phỏng đoán táo 
bạo về hình dạng khả dĩ của vũ trụ chúng ta. Nhưng nó 
chỉ là giả thuyết không hơn. Thách thức của việc chứng 
mình hay bác bỏ nó đã tạo ra một tiếng kèn lôi kéo các 
nhà toán học và làm cho nó trở thành bài toán nổi tiếng 
nhất không chỉ trong hình học và topo học nói riêng mà 
trong tất cả các ngành toán học. Tháng 5 năm 2000, Học 
viện Toán học Clay¿ một học viện dành riêng cha việc 
phát triển và phố biến kiến thức toán học, đã liệt bài toán 
này vào danh sách bảy bài toán thiên niên kỉ và đề ra giải 
thưởng một triệu đô la cho bắt kì ai tìm ra đáp án của nó.) 

Hơn một nửa cử tọa trong phòng có le đã từng thử 
lần ìm đường tới đáp án cho giả thuyết Poincaré. Tất cả 
mọi người trong khán phòng - từ anh chàng tuổi trạc ba 
mươi có đáng vẻ sinh viên với mái đầu đình ghí chép 
bằng tiếng, Trung Quốc, cô gái tóc vàng với áo bó và váy 
ngắn, cho tới người vừa mới chạy bò mặc quân short rộng 
thùng thình với áo phông còn đẫm mô hôi, cụ già khoảng 
tám mươi với döi mắt ươn tướt điện áo lạnh xương cá 


° Web»ie của Học viện Toán học Clay: www.claymath.org, có chứa 
thông hà về nhiễm vụ và chức năng của viện. Thông tin thêm vẻ 
việc thành lập viên có thể tìm thấy ở "The Millennium Grand 
Challenge mm Mathematics” A, Jaffe, trong tạp chí Nolices ðƒ the 
AIeItrn ÀfaHieriaHeal Soctetu. 53 (no. 6), 2006: 652-660. 

' BÀI toàn thiên niên kỉ nồi tiếng tương đương là “giả thuyết 
Riemann“. Giả thuyết Poincaré và giả thuyết Riemamn là hai bài toán 


» 


được tât cả các nhà toán học cứng nhận là bài toán thiên niên kỉ 
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nhuồm màu phấn trắng của máy chục năm trên giảng 
đường - biết táng họ có thể đang được chứng kiên một sự 
kiện vĩ đại trong lịch sử ba ngàn năm của toán học. Toán 
học là một quá trình lao dộng cản cù từ thời đại này đến 
thời đại khác, đã trải qua những giai doạn phát triển rực 
rỡ cùng nhự những khoảng thời gian khốn cùng, từ 
những ngươi Babylon và danh tìm ra cách tính diện tích 
hình tròn, cho đến những khám phá mộc mạc nhưng 
hoàn hảo của Euclid, và hai thế kỉ gần đây là sự trỗ hoa 
cua hình học và topo học. 

Sau đó hat tuần và nhiều bài giảng khác, tại một cơ sở 
hàng đầu mang tên Stony Brook của Đại học bang New 
York, một buổi nói chuyen tương tự lại diễn ra. Giảng 
đường thậm chí còn dòng hơn. Lần này, nhiều phóng 
viên cũng có mặt trong phòng. Họ được biết rằng 
Perelman đã thực hiện một khám phá gây choáng văng 
liên quan đến hình dạng của vũ trụ, Và rằng nhờ đó có 
thể anh sẽ đoạt được g)ải thưởng một triệu đô la. Họ cũng 
được biết về sự nghiệp bí ấn của anh - anh đột nhiên biến 
mát trong thập ki trước, và về tài năng xuất chứng được 
thừa nhận của anh, về triển vạng chưa được khai! thác của 
anh. Ánh đèn flash lóc xăng, Đừng”, Perelman gắt lên, to 
tö sự khó chịu. 

Nhà toan học kiên nhẫn trả lời tắt cả các câu hỏi từ cử 
tọa sau bài điển thuyết của mình. Những câu hỏi khá dữ 
đội. “Nhưng kết quả sè nỗ tung trong thời gian hữu hạn”, 
một tiếng nói từ giữa phòng. "Khỏng sao”, Perelman trả 
lời, "ta có thể cắt nó ra và khởi động lại dòng chảy." Sự im 


làng, sau đó là một vài cái gật đâu đồng tình. Cử tọa rất 
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thận trọng, cân nhắc những gì họ nghe. Họ sẽ phải suy 
ngắm lời của anh trong nhiều tháng tới, nhưng điều này 
có vẻ đây hứa hẹn. 

Những ngành toán học mà Perelman viện đẫn chắc 
là chưa được nghĩ tới ba thập kí trước. Các tính toán 
chuyên môn mà anh sử dụng là mũi nhọn nhất hiện nay 
và phụ thuộc một cách quyết định vào thành quả nghiên 
cứu của một số người trong nhóm cử tọa. Bầu không khí 
căng thăng. Mọi người đều biết các lập luận của điển giả 
rát cao siêu, tỉnh tế, nhưng cũng rất dễ sai lắm. Ai cũng 
muốn chúng là đúng đấn. Một trang web được quản lí 
bởi hai giáo sư, Bruce Kletner và John Lott, tại khoa Toán 
học xuất sắc của Đại học Michigan. Trang wcb có liên kết 
đến các bài việt của PereÌlman. Các nhà toán học trên 
kháp thế giới đã thêm những nhận xét, làm rõ các luận 
điểm chưa rõ ràng và khai triển thêm những đoạn có vẻ 
như quá ngắn ngủi, 

[iâu hết các nhà toán học, cho đù có nghiên cứu hình 
học hay không, đều biết đến một ai đó trong buổi diễn 
thuyết và chờ đợi thông tin từ họ. Phần lớn các cử tọa ghỉ 
chú lại bài giảng cho riêng họ và cho bạn bè. Hai trong 
đó, Chrisina Sormanl, một giáo sư trẻ tuổi tại Lelmann 
Colleee, và Yair Minsky, một giáo sư mới nồi tại Yale, đã 
đăng bản ghí chép của họ trên trang web, do đó ai cũng 
có thể truy cập. 

Cũng như tại MIT, tất cả mọi người trong phòng, 


ngoại trừ các phóng viên, trẻ cũng như già nhận ra răng 


? www.math.]lsa.umiich.edu/researcl/ricciflow/perelman.html. 
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những øì họ dang lãng nghe là đỉnh điểm của hơn một 
thế kỉ đơm họa kết trai tư tường toán học trong lịch sử 
loài người. Bài giảng yên cầu sự tập trung cao độ, đề lại 
rất ít! khoảng trống cho những suy nghĩ vụ vợ. Mặc dù 
VậY, hắn là nhiều người cũng đang bặn làm tới một sự 
kiện hoặc bài báo được áp ủ, rất đặc biệt, gan đây hay lâu 
rồi, có liên quan đến công trình của Pomcaré hoặc của 
một ai khác đã khuất bóng từ lâu, nhưng chắc chân tắt cả 
đều rất muốn nghe buổi nói chuyện này. Tât cả đều vui 
mừng về sự phong phú của những ý tưởng hay, và 
những hướng đi đây hứa hẹn còn phải khai phá. 

Cánh phóng viên, mặt khác, muốn biết về một triệu 
đô la. Cảm nhận của Perelman về khả năng đoạt giải? Có 
thông tin lộ ra là anh không quan tâm đến giải thưởng, vì 
vậy cánh phóng viên thay đối cách tiếp cận và viết những 
câu chuyện vẻ ntột rụ ưỡi Nga sóng ần dát thực hiện một 
khám phá toán học vĩ đại, va đoán rằng anh sẽ từ chối 
giải thưởng. Vài ngày sau đó, Perelman hồ sung thêm 
một số chỉ tiết trong các buổi thảo luận được tổ chức vội 
vàng. Nhưng anh từ chối tật cả các cuộc phòng vẫn với 
giới báo chí, trở về Saint Petersburg vài tuần sau đó mà 
không phúc đáp lời mời cộng tác của các trường đại học 
hàng đầu nước MI. 

Giả thuyết Poincaré va chứng mịnh của Perelman là 
một trong những thành tựu vĩ đại nhất của thời đại 
chúng ta. Nó cho chúng ta biết nhiều điều vẻ bản chất và 
hình dạng khả di của vũ trụ. Phương trình dòng chảy 
Ricci mà Derelman đã viết, một loại phương trình nhiệt, 
có họ hàng xa với phương trình Black-Scholes mà những 
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người giao dịch chứng, khoán trên khắp thế giới sử đụng 
để định giá cổ phiếu va các thy chọn trái phiếu. Nhưng 
độ cong phức tạp hơn nhiều so với nhiệt độ hay tiền bạc. 
Các chương tiếp theo sẽ giải thích độ cong là một đối 
tượng hình học đòi hỏi nhiều hơn một con số để mô tả 
nó, và phương trinh dòng chày Ricci mà Perelman sử 
dung là sự rút gọn của sáu phương trinh có liên quan 
khác, là một chiến thắng của sự thanh tao, sự đơn giản, 
nhưng lại chứa đựng một sự phong phú đáng kinh ngạc. 
Phương trình tương tự gẵn với nó nhất là phương trình 
thuyết tương đối rộng thể hiện độ cong không-thời gian 
của Emsten. 

Cuốn sách Gii thuyết Poincaré này kế về càu chuyện 
toán học nằm sau giả thuyết và sự chứng múnh nó. Nói 
chuyện toán học sao cho đễ cảm nhận là phải không chỉ 
đè cập đến các két quả, mà cả về những con người mang 
đến những kết quả đó. Trong tâm thức nhân loại, các 
thành tựu toán học thường phản ánh một truyền thuyết 
lãng mạn của một thiên tài đơn độc đã dùng cảm giành 
giật sự hiểu biết từ một vũ trụ vô cảm. Đúng là có những 
người mà sự thỏng tuệ đường như đến từ hư khỏng, đã 
một mình làm thav đôi môn khoa học này ít nhất là trong 
vài thập kỉ sau đó. Tuy nhiền, cũng đầy màu sắc và đầy 
huyện bí giống như các thiên tài, tiến bộ toán học mặt 
khác lại cũng phụ thuộc vào hàng ngàn cá nhân, và xã hội 
nơi họ làm việc và sinh sống. Đã đến lúc kể vẻ cảu 
chuyện đài này. Bắt đầu từ Babylon năm ngàn năm trước, 
đến Saint Petersburg, rỏi miền Bắc bang New York, và 
Madrid. Cuốn sách trên tay các bạn truy tìm lại lịch sử 
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hình học, sự khám phá ra hình học Phi-Euclid, cũng như 
sự khai sinh của topo học và hình học vì phân trải qua 
năm thiên niên ki, dưới bàn tay của hàng chục tổ chức xã 
hội và hàng trãm con người khác nhau. Cuốn sách cũng 
đề cập đến những khám phá, chiến tranh, các tổ chức 
khoa học, sự xuất hiện của các trường đại học nghiên cứu 
ở Đức và gần đây nhất là ở Mi. 

Phân trình bày toán học được đan xen với các tư liệu 
về tiểu sử, văn hóa và lịch sử. Với một số người, nội dung 
toán học có thể là quá nhiều, đối với một số khác thì lại là 
quá ít. Nhưng chỉ với kiến thức phổ thông trung học, hầu 
như ai cũng có thể nắm bất được các khái niệm cơ bản 
của cuón sách này, những điểm khó hơn chỉ là một chút 
thử thách nho nhỏ. Bạn có thể hiểu, thích thú với toán 
học và giả thuyết nỏi tiếng này mà không cần phải tự 
mình "làm toán học". Đẻ thuận tiện cho người đọc, một 
bảng chú giải các thuật ngữ toán học, một danh sách các 
nhân vật, và một danh mục các sự kiện lớn được nêu ra 
trong câu chuyện được đặt ở phần ghi chú cuối sách. 

Một số ngành toán học có nguồn gốc sâu xa trong 
quá khứ, từ thiên niên kỉ trước, Nghiên cứu toán học lả 
một trong những hoạt động lâu đời nhất của con người, 
như các nghé mộc, nâu ăn, và luyện kim. Nhưng thực ra, 
từ sau năm 1900, nhiều ngành toán học khác đã được 
khám phá, nhiều hơn toàn bộ quãng thời gian trước đó 
của lịch sử loài người. Do vậy, tốc độ ngày một tăng và sự 
phụ thuộc vào các ghì chú để biết thêm chỉ tiết và tư liệu 
tham khảo cũng sẽ lớn hơn khi câu chuyện tiến gần đến 
thời gian hiện tại. Hãy nhẹ nhàng lướt qua các phần và 
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ghỉ chú mang tính toán học nhiều hơn. Sẽ không có bài 
kiểm tra nào cả. Bạn có thể trở lại bất cứ chỏ nào bạn 
muốỗn đề tìm câu trả lời cho những gì có vẻ chưa rõ rằng. 
Dù sao chăng nữa giả thuyết Poincaré đã làm đau đầu các 
nhà toán học uyên bác nhất trong một trăm năm qua chứ 
không riêng øì bạn. 


http://tieulun.hopto.org 


Hình dạng Trái Đất 


Giả thuyết oincaré cung cấp các công cụ mang tính khái 
niệm và cóng cụ toán học để tư duy về hình đạng khả dĩ 
của vũ trụ. Nhưng hãy bắt đầu với càu hỏi đơn giản hơn 
về hình đạng Trái Đất. BẤt kì học sinh nào cũng sẽ nói 
rằng Trái ĐẤt tròn, có dạng hình cầu. Điều này dường 
như là hiển nhiên trong thời đại ngày nay khi những 
chiếc máy bay và vệ tỉnh nhân tạo có thể chụp hành tỉnh 
của chúng ta từ trên cao xuống. Tuy nhiên, trong quá 
khứ, thật khó để khẳng định một cách chắc chắn về hình 
dạng của Trái Đất. 

"Liệu có ai lại điên rỏ đến mức tin rằng, ở phía bên 
kia trái đất, có những người mà chân của họ đối diện với 
chân của chúng ta: những người đó bước đi với những 
gót chän ở trên cao còn đầu thì bị treo ở phía dưới?"? 


° Đoạn trên trích từ đoạn văn của Irving nói về Lactantius trong 
Populadr Historw oƒ the LĨnlei St3fes của J, J Anderson (New York: 
Clark and Maynard, 1880). Lactantius thực sự tin vào giả thuyết 
Trái Đất phẳng, nhưng ông chỉ là thiểu sổ và tác phẩm của ông 
không có mặt ở Tây Ban Nha năm 1490, 
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Theo Washington Irving, một trí thức nói tiếng của nước 
Mi thế kỉ 19, cầu hỏi tu từ này của một cha đạo thời xa 
xưa đã được ban cô văn của vua Ferdinand và hoàng hậu 
Isabella trích dẫn để đánh giá đẻ xuát căng buồm theo 
hướng Tây qua Đóng Án của Christopher Columbus. 
Irving nín thở khi kề lại chi tiết sự hoài nghị, thầm chị sự 
thù địch của các thành viên ban có vẫn, mù quảng trong 
niềm tin về một Trái Đất bàng phẳng, đã liên tục thách 
thức Columbus như thế nào." Một mình đứng trước ủy 
ban có học vẫn uyên thâm, trong lãnh địa của Toà án đị 
giáo, Columbus đã bảo vệ vững chắc quan điểm của 
mình. 

Bức chân dung Columbus đó của Irving, đã tôn tại và 
được thuật lại không, một chút hoài nghi từ đời này sang 
đời khác, thực ra là vô nghĩa - “hoàn toàn vớ vân” như sử 
gia uyên bác người Mi Samuel Eliot Morison đã viết.” 


Luncius Caectlius Firmianus Lactanhus (khoảng nănt 250-325 SCN) 
là một giáo sư dạy hừng biện tại Nicomcđia, sau trở thành một 
người Thiên Chúa pgiáo-và là thây của con Constantinc Dại đề. Để 
biết thêm chỉ tiết, xem bản điện tử của cuỗn Cnthohc Encuchnuedia, 
1917 tại wvvw.newadvenlt org/cathen. Tham khảo và danh mục mới 
từ danh mục trực tuyến của Jackson Bryce lai 
www.acaul.carleton.edu/curricular/CLASz)actantius/biblio.html. 

® Wa»hingrton Irving, Lực and Vouages da Cohoanbtxs (London: John 
Munay, 1830); án bản niới hiệu đính bởi }. H. McElroy (Boston: 
Twayne Dublishers, 1981). 

ˆ Samuel Eliot Morison (1887-1976), nhà vân, sử gia cua Harvard, 
mót trong những sử gia nổi tiếng va được yêu thích nhất của nước 
Mi. Ông cho rằng bức tranh Columbus mà Trving vẽ ra là hoàn toàn 
vớ vấn, không có thực và sai một cách cơ bản trong cuốn sách 
Admral oƑ the Sen, voL 1 (Boston: Little, Brown. 1942) Ngưu ngốc 
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Vào năm 1490, hầu như tắt cả những người có học ở 
phương Tây đều tin rằng Trái Đất là hình cầu. Đương 
nhiên, còn tổn tại những cuộc tranh luận vẻ có hay không 
những người sống ở phía bên kia thế giới mà không biết 
đén Đức Chúa hay đẳng Đại Tiên trí. Sự thiếu kiến thức 
la mảnh đất màu mở của các câu chuyện hoang đường. 
Nhiều người tỉa vào trivền thuyết về những vùng đất 
rộng lớn không thể đến được do những cơn bão kinh 
hoàng. Những câu chuyện ghê rợn về sự tổn tại nhan 
nhản các loài quái vật ở khắp nơi. Nhưng cũng có một vài 
người lập lưận rảng bên kia bán cầu là một đại đương lớn 
tuyệt nhiên không có đất liền, không có sự tồn tại của con 
người. 

Columbus không đồng ý với các có vẫn của nhà vua 
và hoàng hậu, nhưng sự bát đồng của họ xoay quanh 
kích thước Trái Đất chứ không phải về hình dạng. Tất cả 
đền tin rằng: Trái Đất hình cầu. Mặc dù lúc này đã có một 
số bản đỏ chỉ tiết rất chất lượng của một vài vùng trên 
Trái Đất (đặc biệt là vùng biển Địa Trung Hải), được tập 
hợp thành các atlas, nhưng chẳng ai thực sự có ý tưởng gì 
về chu vi Trái ĐẤt. Những ước đoán có căn cứ xác thực 
nhất là của người Hi Lạp cô đại. Vào thế kỉ thứ hai, 
Piolemy ước tính chu vi Trái Đất là 18.000 đặăm. Các cố 
vấn hoàng cung của vua Tây Ban Nha ủng hệ ước tính 


thay, mặc đù Morison đã công kích sai lâm của Irving, cầu chuyện 
hoang, đương về niềm tỉn vào một Trái Đất phẳng của các học giả 
và người cö hoc thời Trung có vàn được nhiều người tín. Cuốn sách 
của J. B. Russcll, löoentgv thè Fừm Earthi: Colbnbus nnd Mlodem 
Histonans (VWestport: Praeger Publishing, 1991) thảo luận rát hay về 
ảnh hưởng của Tcving lên sự tổn tại cầu chuyện hoang đường này. 
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của Erastosthenes, một nhà hình học Hi Lạp của thế ki 
thứ ba TCN: Ông đã đưa ra con số 24.200 dặm cho chu vị 
của Trái Đất, rất gần với kết quả của hiện nay là 24.902 
đặm. Colunrtbus lập luận rằng Trái Đắt thậm chí còn nhỏ 
hơn so với tính toán của Ptolemy. Các cô vân đã có lí chứ 
không phải Columbus. Nếu quan điểm của các có ván 
chiếm ưu thế, Columbus sẽ khóng nhận được hỗ trợ tài 
chính, vì chỉ phí cho một cuộc viên dương đài ngày hơn 
và ân chứa một độ rủi ro cao hơn sẽ khóng được cho 
phép. 

Danh tiếng của Columbus thăng trầm theo đòng thời 
gian. Ban đầu ông được ca ngợi cho sự khôn ngoan, can 
đảm, tắm nhìn và ngay cả ngoại hình. Trong địp kỉ niệm 
500 nàm chuyền du hành của ông, một số đánh giá khác, 
đen tối hơn, được đưa ra: Columbus là một tên đề quốc 
tham lam, cứng đầu, được hưởng lợi từ may mắn trời cho. 
Nhà thám hiểm thực sự đã gặp may khi mà châu Mĩ năm 
đúng ở vị trí của nó. Tuy nhiên, ông cũng biết khai thác 
lượng thông tin sẵn có thời đó một cách chính xác. Ông 
nghe đồn vẻ các chuyền thám hiểm của người Bắc Âu và 
của nhà hàng hải Ailen, Brendan. Nếu họ đã đặt chân đến 
châu Á, giả thuyết có vẻ hợp lí, thì Erastosthenes và 
Ptolemy cả hai đã sai lầm. Vào thời đó, điều này đương 
nhiên là hợp lí hơn so với giả thuyết là có một lục địa 
chưa được khám phá nằm giữa châu Âu và châu Á. Hơn 
thé nữa, vô số dữ liệu mà Ptolemy sử dụng chứa đựng 
nhiều saÌ sót. 

Cho đến khi chết, Columbus vẫn tin rằng ông đã đặt 
chân lên quần đảo Spice ở phía Đông của Án Độ. Ông 
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biết răng để đến được đó bằng cách đi vòng quanh châu 
Phì sẽ mắt thời gian hợn rắt nhiều và ông đã phải đấu 
tranh để dung hòa giả thuyết này với các quan sát của 
riêng mình. Ông viết: "Tôi thấy rằng Trái Đất không tròn 
như nó vốn được miều tả, mà có hình đạng một quả lê, 
tròn ở khắp nơi ngoại trừ phần gần cuỗng bên ngoài, hay 
nó có thể có hình đạng quả bóng tròn với mội cái gì đó 
giống với núm vú phụ nữ ở một nơi, phần nhô ra này là 
điểm cao nhát và gần thiên đàng nhất." 

Đoạn viết này thường bị chế nhạo, nhưng nó đem lại 
khá nhiều cảm hứng cho tôi.Š Ở đây ta thấy một ông già, 
người đã tin và đành cả cuộc đời để chứng mính Trái Đất 
là một hình cầu hoàn hảo, song vẫn sẵn sàng đón nhận 
các giả thuyết khác phù hợp với dữ liệu hơn. Có lẽ, ông 
đã lập luận rằng Bắc Bán cầu thu hẹp lại giống như phần 
gần cuồng của quả lê còn Nam Bán cầu phình ra như 
phần dưới của quả lẽ. Nên ta có thể đi tới quần đảo Spice 
tương đối nhanh bằng cách dong buồm quanh chiếc cô 
hẹp của Bắc Bán cau, trong khi đó, việc đi vòng quanh 
châu Phi qua vùng Nam Bán câu to hơn sẽ làm khoảng 


°® Được trích từ Earlự Man and the Ocean: ÀA search for the Begituuiles öƑ 
NatigaHon quả Senborne Ch›nNzaHons (Garden City, NY: Doubleday, 
1979), trang 147 của T. Hleyerdahl. Đoạn này được dịch từ bản tiếng 
Đan Mạch của C. V. Ostergaard của trang 10 cuốn sách Giorale đi 
Borđdo di Cristogfaro Columbo 1492-93 của Caddeo. Heyerdahl lưu ý 
rằng, giả thuyết của Columbus rất có lí vì Columnbus tin người 
Viking đã có mặt ở phía Bắc của châu Á. Do đó ỏng đã đến quần 
đảo Splce ơ Đồng Án băng cách căng buồm theo đường tắt đọc trên 
phần trên Bắc bán câu của Trái Đất hình quả lê thay vì đi vòng 
quanh vùng phình ra ở Nam Bán cầu. 
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sườn núi Karvounis hoặc Kctkis, chỉ gợi lên sự lười biếng 
Ám áp và sự uê oải đời đời Lái xe hoặc đạp xe đạp khoảng 
tám đặm về phía nam của thị trần Samos ngày nay sẽ dân 
ta đến một thị trấn có tên gø) Dythagoreclon. Thị trấn mang 
tên của Pvthaporas, công dân nồi biếng nhất của Samos, 
nằm lrên một phần của thành có Samos đã bị chôn vùi. Rẽ 
sang trái tại một ngã ba trên đương và tiếp tục đi dọc bờ 
biển, trên gò cao là một thung lũng với những tàn tích của 
Heraion, đền thờ thần tiera, một trong báy kì quan của thể 
giới cổ đại. Trong 155 cội tra đã từng được dựng lên nơi 
đây, piờ chỉ còn sót lại một cát duy nhất cao băng nửa 
chiều cao bạn đâu đựng trên một nến đá lớn. Gần đó là 
đường hảm dẫn nước Evpalinos, bây giơ được mắc đèn 
sáng trưng và mở cửa cho công chúng. Quá khứ hùng vĩ 
áp đão hiện tại mờ nhạt. 

Tiếp tục 20 dặm từ tàn tích của ngôi đền dọc con 
đường chính dẫn đến thị trằn Marathokampos trên định 
đôi ở phía tây. Một bảng hiệu nhò đánh dẫu con đường, 
mòn di bộ lên núi Kerkis và một hang động nơi 
ythagporas đã từng dạy học. Ngược lên đốc là một hang 
động râm mát và một hang ngầm rộng rãi. Đi bộ xuống 
đưới một chút, đốc đá của đầy Kerkis và mau xanh thăm 
của biến Aegean dường như trải đài đến vô tận. Sự hoang 
vu, ve đẹp. và sự tịch mịch gợi nhớ đến hình ảnh của dãy 
nui Skclhg ở Ailen hoặc sườn độc phía đồng của ngon núi 
lửa thiếng, liêng Haleakala trên đảo Mlaut thuộc quân đảo 
Hawall Tại những nơi như vậy, hiện tại mong manh và 
qua khứ đường như xích lại gần nhau. Tiếng người xưa 


nh vọng lại thì thầm bên tại. Chính nơi đây Pythagoras 
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lần đầu tien giảng giải ràng Trái Đất là mọt hình câu. 
Người địa phương, nói linh hồn ông vẫn còn vương vẫn 
đâu dây. Trong các đèm tốt khi gió thối vào đây núi 
Kerkis đến rát cả mặt, ho kê vê quảng ánh sang mờ nhạt 
phát ra từ các phiến đá dẫn đường cho những người đi 
liền từ đằng xa. 

Anh sảng đó rực cháy 2.500 năm trước trong thơi 
hoàng kim của Samo», lúc đó là một thành phố quan trọng 
của thành quốc Ionia. Khu vực nhỏ bé này bao gồm bờ 
biển nằm ở cực Tây của Thổ Nhĩ R, hay còn gọi là Tiểu Ä, 
kéo đài từ Phocaea, khoảng một trăm dặm vẻ nhía nam 
cho đến Miletns, cùng với các đảo Aegean cách khòng xa 
đất liền. Dãn gian truyền rằng người Hi Lạp đà chiếm 
đóng khu vưc này vào đầu thiên niên kỉ thứ nhất TƠN. 
Chính tại nơi đây, nền kinh tẻ, văn hóa Hi Lạp nhanh 
chóng hỏi phục sau Ki nguyên Đen tôi, quảng thời gian 
gần 500 năm suy giảm đân số, kinh tế khó khăn, chữ viết bị 
lãng quên sau cuộc hủy diệt tàn bạo vẫn còn năm trong 
vòng bí Ấn của nền vấn minh Mycenaen vào thể kỉ 12 TCN. 

Các tác phẩm của những công đân Ionia như Homer 
và Hesiod đánh dấu sự trỗi đậy của thời đại Phục hưng. 
Chữ viết, đựa vào bảng chữ cái có nguồn gốc từ Phoenicia 
Œ ebanon ngày nav) đã bắt đầu được sử đụng cuối thể kí 
thứ chín TCƠN, và được Homer kịp thời sử dụng để viết sử 
thi. Giữa thẻ kí thứ bảy và thứ năm TCN, Samos trở thành 
một thế lực hải quân lớn ruanh, và trên đất liền của lonia 
là những thành quốc quan trọng, những trung tâm 
thương mại sằm uất. Triết học và khoa học Hi Lạp trỗi 
đậy ở lonia vào cùng thời điểm này. 
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Hình ( lonia. 


Nhờ vị trí của lonia trên rìa Tiểu Á, mà các nhà tư 
tưởng của lonia có cơ hội tiếp xúc với các nên văn minh 
lớn khác của miễn Đông Địa Trung Hải, đặc biệt là Ai 
Cập. Xa xa vẻ phía đông là Babylon huyền thoại, hay xa 
hơn nữa là Ba Tư. Hai nhà triết học vĩ đại sinh trướng tại 
Miletis của lonia là Thales (621547 TCN) và 
Anaximander (611-545 TCN) đã dạy rằng vũ trụ và 
chuyển động của các vì sao tuân theo các quy luật tự 
nhiên, chứ không bị chỉ phối bởi ma thuật hay sự can 
thiệp độc đoán của các vị thần. Vũ trụ có trật tự của nó, 
và ta có thể hiểu được nó thông qua lí luận và suy luận 
logic, Đây là một ý tưởng rất mới, đòi hỏi khá nhiều thời 
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uian để năm bát, và có ảnh hướng thàng giáng tùy theo 
1l2ững địa điểm, những thời điểm khác nhau. 

Thales và Anaximander cũng suy đoán vẻ hinh dạng 
của Trải Đât Thalecs chấp nhận niềm tin của người Ài Cạp 
cho răng Trải Đạt nhỏ lên như một ngọn núi từ một đại 
dương phẳng lặng và võ tận. Anaximander nghi vẻ vận 
đẻ sâu hơn một chút, tin rằng Trái Đất là một ông xỉ lanh 
treo lơ lửng trong không gian. 

'ythagoras (569-475 TCN) khao khát hiểu biết về tôn 

táo và sự huyện bí nhiều hơn các triết gia khác của lonia. 
Cha của óng, Mnesarchus, một thương nhân đến từ 
thành quốc giàu có Tre, chuyển từ [Phoenicia đến lonia, 
nơi ông đã gặp và kết hôn với Pvythais của xử Samos. 
Tương truyền rằng Mnesarchus đã được cấp quyẻ lì công 
dan trên Samos sau khi quyeền góp lương thực cho đảo 


trong một nạn đói. ythagoras du lịch khắp nơi cùng cha, 





#f?nh 2 \onia. AI Cập và Phía Đông 
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gập mặt các học øia người Svria và Chaildeca trong mọi 
chuyên đi trở lại Tyre, đến cả Ý và Hi lạp. Ông là một 
thản động, sớm bộc lộ mỗi quan tâm đặc biệt đến triết 
học, món học mà ông được bội dưỡng bởi người thầy của 
mình - Pherekydes (600-550 TCN), và bởi Thales và 
ànaximander. Khi gặp Pythagoras, Thales đã là piột ông 
già thông thất, nồi tiếng và được kính trọng trên khẩn 
lãnh thổ lonia. Thales từng sống ở Ai Cáp thời trẻ, và 
chính ông, như một định mệnh, đã khuyên khích 
Pvthagoras cũng nên đến đó." 

Tại Ái Cập, bảng cách nào đó Dythasoras đã được 
tham gia vào những nghĩ lễ thần thánh của người bản xứ. 
Đén nay người ta vận không hiểu làm sao mà một người 
nước ngoài như Pvthagoras lại được phép học các nahi lễ 
rất bí Ấn này. Tuy nhiên, tẤt cả các sử liêu đều cho rằng có 
lẽ nhờ chân ông có một cái bớt vàng bẩm sinh mà các giáo 
s Ai Cập tín rằng ông được chế chở bởi thân ©siris của 
họ, và do đó cho phép ông tham gia vào các hoạt động 
cúng tế, Chắc chắn là sau đó cuộc đời của Pythagoraa đã 
được gắn với nhiều lời đôn đại, rằng một nửa trong ông 
là thần tỉnh và đã được thần Csíris chạm vào, những lời 
đồn mà ông có vẻ như chẳng làm gì nhiều để phản bác. 
Chỉ tiết về những năm tháng của ông ở Ai Cập thậm chí 
còn lồn xôn hơn so với cả phần còn lại của cuộc đời ông. 


[Dường nhự ông đã bị bất, có lẽ trong cuộc xâm lược AI 


——c 


“Mặc dù có một số sách tiểu sử IDvthazoras, mà chị Hết cuộc đời ông, 
vấn còn rất mù mờ và Liát ngược. Xem ví dụ như PL Gorman, 
Puthaeoras: zA TÚc ondon, Bosto Roudedge and Ế. Paul, 1979). 
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Cặp của người Ba Tư năm 525 TCN và bị dẫn giải như 
một tù binh từ Ai Cập đến Babylon xa xôi, cách Baghdad 
ngày nay 55 đặm - thành phố giàu nhất thế giới lúc đó. Ở 
đó ông đã học được những điều huyền bí của thuyết nhị 
nguyên Ba Tư, tiếp thu giáo lí của Zarathustra (được 
người Hi Lạp biết đến như Zoroastcr). Pythagoras có lẽ 
cùng đã học được rất nhiều về toán học tại Babylon. Toán 
học Babvlon phát triển cao hơn nhiều so với Ái Cập (cùng 
có nguôn góc từ Babvylon), và mặc dù có khá nhiều tranh 
luận về trình đệ toán học của Thales, nhưng Pvthagoras 
hiển biết hơn và đã đạt đến một trình độ cao hơn trong 
lĩnh vực này." 

Sử liệu vẻ việc phóng thích Pythagoras ở Babylon đã 
bị thất lạc, nhưng câu chuyện thuật lại chuyến hồi hương 
trở lại Samøs thì không. Với vẻ bề ngoài ấn tượng trong 
quân thụng và y phục phương Đông để che giấu cái bớt 
vàng ở chân, với tài năng hùng biện hết sức lôi cuốn, ông 
đã tạo nên những cảm xúc mạnh cho người dân. Lời đạy 
của ông đan xen một cách hoàn hảo những tư duy lí trí va 
phi lí trí, khoa học và thần bí, tương phản rõ rệt với sự 
điềm đạm của trường; phái triết học Ionia. Sự lôi cuốn này 


8 Tham khảo lich sử toán học Ai Cập và Babylon qua các sách sau: 
O. Neugebaner, The Exnct Scineecs bị Anttqavdtg (Princeton: Pnnceton 
Dniversity Press, 1952) và B_L. van der Waerden, ScieHce ÄipakeHi1q 
l: Eeyptian, Bnbulosian, and Gieek Mathiemnalics, A. Dresden địch và bổ 
sung (Levden: Noordhooff(, 1975). AlathiemaHcal Cuneiform Tex!s của 
Neugebauer (New Flaven: Antercana Oriental Society, 1945) và 
VorlesuHyen tù Ceslnclhte đẹr antiken rnathebnaHschen Wissenschaften 
can CO. Nenevbauer (Berlin, New York: Springer-Verlap, 1969) chứa 
thêm nhiều thông tin hỗ trợ. 
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dường như vẫn còn tồn tại đâu đó trong khu vực hoàng 
tàn quanh hang động của ông trên đảo Samos. 

Khoảng năm 530 TCN, Dythagoras và một số đó đệ 
chuyển đến Croton, một thuộc địa yên tĩnh cửa Hi Lạp ở 
phía Nam nước Ý, thành phú đlưyc thành: lập gản hai thể 
kỉ trước, và lúc đó có thể là trung tâm của sự phục hỏi về 
tòn giao đang lan rộng ra ca vùng, Tại đó, Dythagoras 
thành lập trường học của riêng mình. Trếu thực tế, nó 
gióng, một nơi tụ họp anh tài hơn là mỏt trưởng học, với 
cái tên đễ gây ra sự nhằm lẫn, vì đây là hội của những 
người có cùng chí hướng tìm kiểm chân lí, thu nhận cả 
phụ nữ. Với tên gọi là hội “bản nguyệt, được phân thành 
2 nhóm: nhóm nội đồ bao gồm một số đàn ông và phu nữ 
được gọi là mathematikoi, thực hành ăn chay nghiêm ngặt, 
sống chung, hoàn toàn không có sở hữu cá nhân và được 
giảng dạy bởi chính người thầy vĩ đại. Nhóm ngoại đỏ 
được gọi là akowusmalics, sống tại gia và giữ ít quy tắc 
nghiêm ngặt hơn. Các thành viên phải trải qua các nghĩ 
thức nhập hội và tuyên thệ giữ bị mật. 

Những người theo trường phái Pythaguras tin rằng 
Œ cập sâu nhất của tự nhiền, thực ra chính là toan học, 
mọi thực thể tương quan với nhau, triết học có thẻ được 
sử đụng như một phương tiện để làm trang sạch tâm 
hôn, và linh hủn có thể thoát lên hoà nhập với giới thân 
tiên. Sức hắp dẫn cưa ý niệm của trường phái này về sự 
ltryng quan của vat vạt, sự pha trộn kĩ lạ của tính huyền 
bí Đồng phương và tư tưởng Hi Lạp lầm mê hoặc những 
người đương thời. Pythagoras và trường phái của mình 
thành công rực rỡ và trở nên nồi tiếng khắp EH Lạp. 
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Thời gian đã lam lắng xuống các cuộc tranh luận dữ dội 
về trình cách của Pythagoras cũng như các truyền thuyết 
xunø quanh óng, Cách nói chuyện của ông có sức hút 
đặc biệt và đân chúng thường đồn đại rằng ông nhớ hết 
chỉ tiết từ tiền kiếp của mình. Đối với người hãm mộ, 
ông là mót thiên tai với kiến thức, trí thông minh sâu sắc 
phí thường, sự he đuyệt và lòng trắc ấn vỏ biên. Đối 
với những, người chống đỏi, ông, lì mệt tên khoác lắc với 
bản tính tự đề cao anh. Đù sự that thẺ nào đi nữa, 
Pythagoras là ngưới có ảnh hưởng, vò cùng lơn, uy tin 
trường, phái của ông thực su tăng lên rất nhiều sau khi 
ông chẻi. 

Điều quan trong nhất là Pythagoras đã đạyv chủ 
chúng ta biết Trái Đất có đang hình cầu, ng đã bát đâu 
thu thập bằng chứng củng cô cho ý tưởng của (ng, Và 
cũng là người đầu tiên quan niệm Trái Đất tồn tại cùng 
Với các ngồi sao trong mối và trụ đúv nhất Những bọc 
trò sau này, mã đắng chỉ v nhất là Phiolaus (470-385 
TCN) thâm chí từ bỏ khai niệm vẻ một vũ trụ địa tắn, rao 
giảng rằng Trấi Đất, Mật Trời, và cac ngôi sao quay quanh 


một ngọn lứa võ hình trung tâm 


TỪ PYTHAGORAS ĐẾN COLUMBUS 


Giờ đây chúng ta đã biết quan điểm cho rằng bê mặt Tiái 
Đất là một hình cầu có nguồn gốc từ đâu và khi nào. Nêẻu 
những người theo trường phát Pythagoras đã tuyển thê 


giữ bí mật, thì tại sao những kiến thức lây DỊ rò rỉ ra 
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ngoài? Và mìötL khi đã bị võ rí, tat sao nó lại được đánh giá 
một cách hết sục nghi ềm Lực, và lun sao mà thông tín này 
lại được truvén đến tận thời nay? 

Điều đâu tiến cần biệt là bản tỉnh con người không 
thay đổi quá nhiều trong bạ thiên miền kí qua. Chúng tà 
đều bị thu hút bơi các sự kiện huyền hị, và tát Ít T\)ƯỜI CÓ 
khả năng cưỡng lãi ve quyền rủ của một kiến thức lớn 
được giữ bí mát, Hãy xem thành công của cuốn tiểu 
thuyết và bộ phím "Mật mã Da Vinei" gần đây. Tâm nhìn 
xà cưa trường phái Py tìayoras đảm bảo một thị trường 
cho các cuốn sách với mục đích tìm hiểu những khái niệm 
và niêm tín của họ, Rất nhiều trong số chung đã được 
xuất bàn. Philolaus bị nghì ngờ đã viết cuôn sách Vệ thiên 
nhiên chị vì tiến. 

Nhà triệt học vĩ đại Plata (127-347 TCN) ảnh huông từ 
trương phái Pythagoras khá nhiều. Ông mua cuốn sách 
của Phiolaus cho Viện Hãn làm, trrờng học đo ông thành 
lập tại Athens. (Ông củng là ban rát thân của nhà toan học 
hàng đầu theo trường phái Pythanoras, Archytas (khoang 
428-350 TCN). Kết qua là, nhiều v tưởng của Pythagoras 
đã đi vào hệ thông tư tưởng, của Plato và hệ tư tưởng Hi 
Lạp thời đo. Môn đệ xuất sắc nhất của Viện Hàn lâm là 
Arixtode (384-322 TCN), mặc dù ít say mè các lí Lhuyet của 
phái Pythagoras (ông nổi tiếng vì đã cơới họ là những 
người "ăn chay bản thiu”), ông cũng đưa khá nhiều ý 
tưởng của họ vào chính công trình vĩ đại của mùìnÏ. 

Tầm ảnh hưởng của tư tưởng Aristotle lớn đến mìức 
mã ngượi ta khó có thể phóng đại thêm nữa. Cng, soạn lại 


các qUV tác của logic hình thức, hệ thông hóa triết học, và 
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đóng góp vao tất cả cac ngành của khoa hạc tự nhiên. 
Ông giảng giải rằng Trái Đất la một hình càu mà Mặt Trời 
và Mặt Trăng quay xung quanh. Các tác phẩm của ông vẻ 
đạo đức, mĩ học, và chính trị vẫn còn đu¿ýc dọc cho đến 
ngay nay. Tư tường thời Trung cô, cả Fhiên Chúa viáo lẫn 
Hồi giáo đéu bắt nguồn từ các nguyên lí của Aristotle. 
Quan điểm Trái Đất la hình cầu đã đứng vững được nhờ 
sự ủng hộ bởi uy quyen của Plato và AristoMe, và bởi 
những Kham phá mà tôi sẽ mò tả xơ qua. 

Vai trò của Aristotle là thây giáo riêng của Alexander 
Đại đé,!' người có quyền lực nhất trên thể giới lúc bẫy giờ, 
cũng đã góp phân truyền ba ý tưởng của Pythaguras 
manh mẽ hon, mặc đù ít trực tiếp hơn các bài giảng của 
ông, Với nên tảng là cuộc chính phục Hi Lạp của cha nắm 
33g TCN, Alexandcr đã tiễn lẽn chính phục toàn bộ thể 
giới được biết đến thời đó. Cho đến khi Alexander mất 
vào năm 323 TCN, đề chế của ông kéo đài từ khu vực 
xung quanh Địa Trung Hải cho đến Ấn Độ. 

Du răng các dữ kiện kế về sự phức tạp trong mỏi 
quan hệ giữa ông giáo Aristotlet vả cạu học trò tài 
năng Alexander đã thát lạc hoàn toàn, không nghi ngờ øì 
về việc Aristotle đã thỉnh càảu Alexander sử dụng cac 
chiến địch hành quản cho các quan sat khoa học. Không 
biết đế nghị đó có được chú ý đến hay khỏng nhưng 
Alexander đã dem theo các họa sĩ vẽ bản đồ trong các 
chiến địch của mình. 1ất cả bản đò đó đã thất lạc nhưng 


H Cha của Alexanđer Đại đề, Philhp xứ Mfacedon, kết thúc cuộc xâm 
lược Hi Lập vào oãm 338 TƠN, đã mới Anstotle lam thầy giáo riêng 
cho con mình. 


http://tieulun.hopto.org 


Hình dạng Trái Đầi 27 


các vầu bản viết tay của một số tướng lĩnh thì vẫn còn, 
những miêu tả và đánh giá của họ trở thành nguòn đửữ 
hệu cơ bản để vẽ lại bản đồ vài trăm năm sau. 

Sau cái chết của Alexander Đại đê, đề chế của ông tan 
rã. Phân lãnh thổ lớn nhất rơi vào tay tướng của ông, 
Ptolemy Soter Đệ nhất, người đã đóng đô tại Alexandria 
nơi cửa sỏng INile. Chính tại nơi đây, tại thành phủ dâu 
tiên và lớn nhất trong những thành phố do Alexander 
Đại đế xây dưng và mang tên ðng, Ptolemy bắt tay vào 
xây đựng thư viện huyền thoại đề đảm bảo vị trí thủ đô 
trí tuệ vã văn hóa của thể giới cho Álexandria. Các học giả 
đỗ xỎ vào đại thư viện này, với mong muốn nehién cứu 
các bộ sưu tập gòm hàng trăm ngàn cuốn sách va văn bản 
ghi trên những cuộn giấy, da. Chưc vụ Tống giám thư 
viện có lẽ là vị trí hàn lãm cao nhật mà một người có thể 
đạt được trong thể giới cố đại, tương tự như chức Viện 
trường Viện Hiàn lãm Athens của Plato hay chức Hiệu 
trưởng Đại học Harvard hoặc chức Giám hiệu TriniLy 
College (của Đại học Cambridge) ngày nay. 

Eratosthenes (275-195 TC) xứ Cyrene (ngày nay là 
Shahhat nước Libya) đã trở thành Tổng giám thư viện đời 
thứ ba vào năm 235 TCN trong triều đại Ptolemy Đệ nhị. 
Eratosthenes đã từng học địa lí tại Athens nhưng đồng 
thời ông củng làm thơ, viết phê bình văn học, và theo 
đuổi những công trình toán học, thiên vân học, triết học. 
Ông tuyệt nhiên không nghi ngờ m\ về giả thuyết Trái Đất 
là một hình cầu - ông đã việt rằng nếu căng buồm từ Tây 
Ban Nha vẻ phía Tây. ta sẽ gặp Ấn Độ. Ông thậm chí còn 
vẽ bản đồ của hành trình này. 
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Nhưng ông nội tiếng nhật vớt nhận xét răng hài 
tuxyười ở cách xa nhàm nhiều đăm, một người ở phía chính 
Bắc của người kia, sẽ nhìn thâv Mặt Trời đươi những, gọc 
độ khác nhau trong cùng một thơi điểm trong ngày; đồng 
thời ông cũng chỉ ra rằng, giá sử Trái Đất là mặt hình cầu, 
ta có thể sử d ng sự chenh lệch của các góc này đẻ ước 
lượng chủ vị cua thế giới. Eratosthenes đã đo được độ 
chênh lệch về số đo nóc mưa Älexandria và một địa điểm 
tương ưng, Với Áswan ngày này, 486 đằn về phía Nanh 
sông NIÏ, vào lục niữa trưa, và qua đó đã tính toán được 
chu ví của Trái Đất với độ chính xác tuyệt với mà một vài 
người chông lại Columtbus đã sư đụng, kết quả đó tại 
hoang cũng Tây Ban Nha sau này,” Vài thể hệ sau, 
Hipparchus (190-120 1CN) đề xuất ý tưởng Trát tt quay 
vòng quanh Mặt Trơi, và thiết lập hệ thẳng đo Tường dụa 
vào vì độ và kinh đó, chia Trai Đất thành 360 đỏ 

AleAandria tiếp tục là (thánh đía) ngói nhà lớn của 
các nhà địa lí, toan học, và thiên văn học ngày cả sau khi 


thư viện vĩ đại này bị tiểu hủy,” Người xuất chúng nhất 


Ê Eiatostienes đó chủ vị Trat Đất Khoảng 250.000 stadrum, Nếu như 
mot stadiuni là 572m (H lê này đó Plnv tính toán), Két qua của 
Eratosthenes chỉ sai 5 phần trầm: 34,200 đăm so với 24 902 dặm. 

` Thời gian đại thủ viền Alcxanuria bị tàn phá văn chưa được chính 
xác cụ thể và vấn đang côn dư tranh luận. Hầu hét các học giả 
động, v rằng thự viện bị tàn phá trong cuộc chiếu tranh nhàn đạn 
trong thời cai trí của cưa Aưtolian vào thế kì thư Bà mặc đù theo một 
sở v kiên khác, như Plutarch, thì thứ x tên bị tần phá do lệnh cốt cảng 
2Aexanvdria cửa Caesar Đại đề hài tế kí trước đó. Eltư viện anh em v 
ngồi đến Seiapeudm gần đó bí tàn phá Không lầu sau năm 391 theo 
lên của x3 vua theo Thiên Chúa giáo Theodosns, 
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trong số đó là Clauchius Ptslemwv (85-165). Cuốn sách Đụ lí 
(Geograplhy) của ông là là ca một hệ thông không lỗ: một 
cuốn sách bao pồm lật cả trì thuc của người xưa, có thâm 
quyền trên mọi địa hạt và đa trở thành tiếu chuẩn tuyệt 
đối. Ptolemy thảo luận các vẫn đề trong, viếc lắp bạn đỗ 
của Trái ĐẤI công lên một mảnh giấy phàng và các 
phương án khả clỉ để chiếu một mặt cầu xuống một mặt 
phăng. Cng chỉ ta răng một khi ta liên hệ được các tọa độ 
(rong, trường hp này là kinh độ và vĩ độ) XỞN áaC VỊ trÍ 
cân vẽ ban đỏ, ta có thẻ vẽ lại bất cứ ban đỗ nào tuy thích. 
Dựa vào các văn bản so lại của các tướng sĩ của 
Alexander và dự liệu thu thập được bói các nhà du hành 
khác, Ptolemy tính toán kinh độ, vì độ chủ tắt cả những 
nơi đã từng được biết đến. 

Các bản đỏ trong bản gốc của cuốn sách Đự lí đà thắt 
truyen. Tuy nhiên, điều đó không quan trọng lắm. Văn 
bạn nay của ông vở cùng thòng tuệ và độc giả ngàv nay 
văn học được nhiều điều trong đó.! Nhìn chúng, 
Ptolemy tưởng tương ràng, sự sống trên Trái Đất tòn tại 
trên khoảng một nữa hanh tính, từ bờ biển Tây Âu đến 
Ấn Độ và xa hon nửa, Ông ước tính chu vi Trái Đất 
khoảng 18.000 đậm, ít hơn nhiều so với kết quả của 
Eratosthenes, nhưng lớn hơn của Columbbus, 

[lầu hét mọi người đã lãng quên cuỗn Địn lí của 


Ptolemv trong nhiều năm, ngoại trừ một số nhà khoa học 


# MộI bàn địch tiếng Anh sát hay: Claudtni: Plolem: The Geograph. 
của E1. Stevenson, được tai bài bi Nhà xuất bản Dover (New 
York I2over. 199]), 
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Hỏi giáo. Tại Palermo, trong triều đình đa văn hóa của 
vua Norman Roger Đệ nhị, al-Idrisi (khoảng 1100-1165) sử 
dụng một bản dịch tiếng Arập tác phẩm vĩ đại này và 
hoàn thiện các tính toán của Ptolemy. Còn nguyền bản 
bằng tiếng Hi Lạp thì bị thất lạc cho đến khi một thầy tu 
của vượng quoc Byzantine, Maximos Planudes (khoảng 
1260-1330), tìm thày một bản sao chép bằng tay không có 
bản đỏ. Planndes tự tay vé lai mội số bản đề và ủv thác 
người khác ve lại các bàn đỗ còn lại. Năm 1406, vần bản 
này được địch sang tiếng Lan, một thầy tủ đòng 
Bencdictine, Nicolas Germanus, đã về lại tắt cả bản đỏ 
đựa vào phép chiến lình thang, một trong ba phương 
pháp do Ptolemv để xuất." Loạt bản đồ này là cơ sở cho 
bản in đầu tiên của tập bán đò của Ptolemy, được xuất 
bản năm 1477 tại Bolowna với 500 ân bản. Columbus sở 
hữu một bản và nghiên cứu nó một cách cân thận. 

Quan điểm của Pythagoras đã được truyền đi một 
cách thanh công qua Plato, Aristote, các nhà địa lí uyên 
bác của Alexandria, Sicity, cho đến thời kì đầu Trung cổ. 
Vào thời Columbus, hầu như tất cả mọi người tin tảng 
Trai Đất là hình cầu. Có quá nhiều bằng chứng ủng hộ 
cho niềm tin này. Nếu ta đứng tại các địa điểm khác nhau 
trên đường Bắc Nam, ta sẽ nhìn Mặt Trời dưới những góc 
khác nhau. Khi một con tàu từ rất xa tiễn dẫn vào trong 


tâm nhìn của ta, cột buồm là vật đâu tiên mà ta nhận ra, 


'5 Việc địch tác phẩm của Ptolemy từ tếng Hi Lập sang tiếng Latin 
được bát đầu bởi học giá người Byzantine, Emanuel Chrysoloras 
(1335-1415) và được hoàn tất bởi hoc trò của ông, Jacopo đAngelo 
vào năm 1406. 
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tiếp theo là phản còn lãi của con tàu. Thủy triểu, đêm và 
ngày, các tuản trăng khác nhau, và nhiều hiện tượng tự 
nhiền khác sé được giải thích hợp lí hơn nhờ luận điểm 
Trái Đất là một hình cầu. 


HÌNH DẠNG TRÁI ĐẤT 


Niềm tin là một chuyện, nhưng thực sự chúng ta biết 
chắc chăn thế giới có dang hình cầu từ khi nào? Ta đã 
thấy rằng Columbus bắt đâu nghỉ ngờ lí thuyết hình cầu, 
cho rằng hình dạng Trái Đất giống như mỏi quả lê, Và 
ngày nay ta biết rằng hành tỉnh của chúng ta không phải 
là một hình cầu có độ cong tròn hoàn hảo, mà hơi phẳng 
hơn một chụt ở hai cực. Nhưng, như chúng ta sẽ thấy, có 
nhiều khả năng khác căn bản hơn nhiều: hình dạng Trái 
Đắt là câu hỏi rất phức tạp chứ không đơn thuần chỉ là 
vần để về các vùng lỗi cong ra hay đẹp phẳng vào, 

Phải chờ cho đến khi tắt cả các vùng trên Trái Đất 
được khảo sát và lập bản đỏ một cách cần thận thì kiến 
thức của nhân loại về hình dạng Trái Đất mới trở nèẻn 
chắc chản. Hai thẻ kÌ sau thời dại Columbus đã chứng 
kiến sự ra đời của các tập bản đồ (atlas) Trái Đất bao quát 
hơn bao giờ hết. Chúng góp mặt trong số những cuốn 
sách quý giá nhất và được hm kiểm nhiều nhất qua mọi 
thời đại. Tập bản đồ Ptolemy mà Colurmnbus sử dụng đtrợc 
tát bàn tại Rơnne vào năm 1508 bởi Berandus Venlns de 
Vialibus. Đây là án bản đầu tiên bao gồm chì tiết các 
chuyến dư hành của người châu Âu tới thế giới mới và 
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xung quanh mũi Hảo Vọng". Tập bản đó thế giới này 
cũng bao gỏm luôn một châu Mĩ nhỏ. 

lacobus Pentus de Leucho, xử Venice, tái bản công 
trình của Ptolentay dưới tên gọi Liber Ceoerapliicae (Địa lỉ tự 
đo) năm 1511, với 28 bản đỏ và được hiệu đính kĩ lưỡng 
bởi Bernardus Sykvanus, xứ Eboli. Abraham Ortelius, nhà 
địa lí của vua Tây Ban Nha Philip Đệ nhị, xuắt bản cuốn 
Theatrum Orbis Terrarm (Sản khâu của thế giới) năm 
1570. Cuốn sách này được tái bản nhiều lần, nhưng có 
nhiều vùng rộng lớn vẫn để trống và tỉ lệ hầu hết không 
chính xác. 

Một người bạn của Crtelius, Gerhard Mercator xử 
Rupelmonde, người Bỉ và là nhà địa lỉ giỏi nhất kể từ sau 
Ptolemy, làm một cuộc cách mạng trong ngành vẽ bản đỏ 
bảng cách giới thiệu một phép chiếu bản đỏ (ngày nay 
được gọi là phép chiều Mercator) cho phép các nhà hàng 
hải vẽ sơ đỏ cho các chuyến ra khơi không thay đổi góc 
giữa kinh tuyến và hành trình (xem ghỉ chú trong 
Chương 8). Các tập atlas dựa trên công trình của ông và 
các cuộc du hành tiếp sau đó của các nhà thám hiểm châu 
Au bắt đầu xuất hiện tại Amsterdam vào.cuối thế kỉ 16. Từ 
aHas được dùng để chỉ các tập bản đỗ được bắt nguồn từ 
thói quen của Mercator mở đầu các tập bản đỗ bằng hình 
ảnh vị thần Hi Lạp Atlas công trái đất trên vai. 

Bộ sách ín đắt nhất, nổi tiếng nhất của thế kỉ 17 là bộ 
sách nhiều tập AHas Afa/or (Đại Bản Đỏ) của Joan Blaue 
được xuất bản bằng bón ngôn ngữ trong năm 1662-1663. 


!t Thuốc Nam phi và cũng là cực Nam của lục địa châu Phi (ND. 
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Mặc dù trình bày tuyết đẹp, quyền sách có quá nhiều sai 
sót (một số không thể tha thứ được ngay cả trong thời ki 
đó) và khoảng trông. 

Mặc dù không ai tin rằng Trái Đất vó tận, hoặc tệ 
hơn, Trái Đật chỉ giới hạn trong chừng đó lãnh thổ đã 
được xác định, phải đợi đến khi đoàn thám hiểm 
Magellan trở vẻ năm 1522 sau chuyền đi vòng quanh thế 
giới, người ta mới biết chắc rằng cá hai giả thuyết đẻu 
sai.” Và ngay cả sau sự kiện Magellan, việc Trái Đất hình 
câu cũng vẫn chưa hoàn toàn rõ ràng. Còn có những khả 
năng khác nữa. 





;fnh 3. Bản đồ của Agnese. 


Điều này có vẻ như một trò đùa. Nhưng có thực là 
như vậy không? Năm 1546, tầm bản đô thế giới đặc biệt 


* Ƒerdinand Magellan bắt đầu chuyên thám hiểm vòng quanh Trải 
Đắt nằm 1519 với một đoàn thúy thủ 265 người. Ông bị giết trong 
một cuộc chiến ngoài khơi biến Philippines tháng 4 năm 1521. Nhà 
thám hiểm xứ Basque Juan Sebastián Elcano nắm quyền chỉ huy và 
trở vẻ Tây Ban Nha năm 1522 với 17 người sống sót. 
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được ve bởi Battista Apgnese mö tả chuyến đi của 
Magcllan. Agnese rỏ ràng đã nghĩ về một Trái Đất hình 
cảu. Ngày nay, khi nhìn vào bản đỗ này, chúng ta mặc 
nhiên nghi rằng tật cả các điểm ở lẻ trên tụ vào một điểm 
duy nhất (Bắc Cực), và tất cả các điểm ở lề dưới đêu được 
quy về một điểm duy nhất khác (Nam Cực). Hơn nữa, 
mỗi điểm trên lẻ phải tương ứng với một điểm bên lẻ trái 
có cùng vị độ. Người quan sát thời nay biết răng đây là 
phương pháp "đúng" để giải thích tâm bản đỏ này, còn 
những người khác thì thích nó, bởi vì thời nay con người 
đã khám phá thế giới và biết được khu vực nào là một dải 
đất liền, khu vực nào là đại dương. Nhưng vào thời 
Agnese, với các vùng lãnh thổ rất rộng lớn chưa được vẻ 
bản đỏ, người thời đó đã có thể nhận thức được rằng ta 
có thể đi lên phía bắc (nghĩa là, lễ trên cùng) của bản đỏ 
và trở về từ phía nam (nghĩa là, lễ dưới cùng) của bản đỏ. 
Hoặc là ta có thể đi mãi mãi lên phía bắc (hoặc xuống 
nam) mà không bao giờ quay trở lại. 





/finh 4. Atlas của một thế giới tưởng tượng. 
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Hảãy xem vị dụ ở Hình 3, tập atlas của một thế giới ảo 
thoạt nhìn không có gì quá khác biết so với thể giới của 
chúng ta. Nhưng những tắm bản đỏ này khi ghép lại với 
nhau thì không ăn khớp vào một hinh cảu. 

Để hiểu thể giới được vé bởi những tắm bản đỏ này, 
ta hãy liên két các bản đỏ bằng cách chập lẻ ngoài cùng 
bên phải phía đồng của từng bản đỏ với lẻ ngoài cùng 
bên trái phía tây của từng bản đỏ liền trái. Tương tự, ta 
chập lẻ trên phía bắc của từng bản đỗ với lẻ dưới phía 
nam của bản đỗ ngay trên nó. Cuối cùng ta có được bản 


đỏ thể giới như trong Hình 5. 





/#inh 5 Bản đề thê giới thu được bằng cách dán các bản đồ khu vực lại với nhau. 


Để có được một miều tả về thể giới này trong không 
gian, mà ai cũng nghĩ là một hình cầu, hãy chập lễ phải 
vào lẻ trái và lẻ trên với lề dưới. Kết quả là gì? Bây giờ, 
như sơ đỏ mà Hình 6 cho thấy, khi dán các cạnh trên của 
hình chữ nhật vào các canh dưới ta có một hình trụ. Dán 


các cạnh bên phải vào cạnh trái, tức là gắn vòng tròn bên 
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phải vào vòng tròn bên trái của hình trụ, nó cho ra bẻ mặt 
của một cái bánh rán Mi. Một bẻ mặt như vậy được gọi là 
vòng xuyên (để phân biệt với vật thể mà chúng ta vẫn 
thường ăn). 





=® 


/fình 6. Nỗi cạnh trên và dưới của một hình chữ nhật lại với nhau cho ta một 
hình trụ ở hình trên bên phải. Nối tiếp cạnh phải và trái với nhau sẽ cho ta 
một vòng xuyến. Hãy thử tưởng tượng nếu ta xếp bản đồ ở Hình 5 để có được 
một vòng xuyến thì sẽ ra sao? 


Ai đó có thể phản đối rằng thế giới của chúng ta 
không thể trông giống như một vòng xuyến. Nếu ta sống 
trên bề mặt của vòng tròn phía trong (đối mặt với lỗ hồng 
bên trong cái bánh rán), thì chẳng phải là ở phía xa ta sẻ 
thấy phần bẻ mặt đổi điện mình đột ngột hiện ra trong 
không gian? Có thể. Nhưng nêu như thế giới rất rộng lớn 
thì sẽ ra sao? Hoặc, điều gì sẽ xảy ra, nếu như phản nằm 
đọc theo vòng tròn phía trong tương ứng với các vùng 
cực trong bản đỏ thế giới ở Hình 5? Làm sao ta có thể bác 
bỏ được giả thuyết này trong thời đại của Columbus? 
Khỏng thể. Magellan rất có khả năng đã dong buồm dọc 
theo vòng tròn bên trong của một vòng xuyến, hoặc, 


http://tieulun.hopto.org 


Hinh dạng Trái Đắt 37 


đúng, vậy, cũng có thể là vòng ngoài. Và nếu Trái Đất 
thực sự rất lớn, có thể ông mới chỉ đi từ vòng tròn bên 
ngoài vào vòng tròn bên trong, theo một con đường mà ta 
có thẻ gọi là một quỹ đạo nhỏ trên vòng xuyến. 

Trở lại với bản đô trong Hình 3, giả sử rằng thể giới 
của chứng ta là một thể giới mà ở đó ta có thể tiếp tục mãi 
mãi đi lên phía bắc, và tương tự, xuống phía nam. Trong 
trường hợp này, thì thể giới của chúng ta sẽ có dạng của 
một hình trụ đài vẻ tân. 

Chúng ta rút ra kết luận rằng không thể biết với một 
đỏ chắc chấn đến tuyệt dói hình dạng của Trái Đất, cho 
đến khi nó được vẽ trên bản đề với độ chính xác hoàn 
hảo tất cả các khu vực kể cả các vùng cực. Song phải đợi 
đến tận thế kị 19, các vùng cực và những chỉ tiết bên 
trong một số lục địa mới được vẽ thành bản đả. 
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Các báo cáo phỏ biến trong toán học thường nhấn mạnh 
nổi ám ảnh của ngành học này trược đỏ chính xác, trước 
sự chứng minh. Các nhà toán hoc thường nói đùa vẻ sự 
cô chấp của ho trước sự chính xác. Tuy nhiên, cuộc tìm 
kiếm sự chính xác lại phức tạp hơn nhiều chính kết quả 
của nó. Sự chính xác cho phép ta lí luận một cách hợp lí 
về các đói tượng nằm ngoài phạm vi của kinh nghiệm 
thông thường. Nó là một công củ để khám pha tính khả 
đi: những gì có thể đúng và những gì là đúng. 

Cuộc thảo luận trong chương trước đưa ra khả năng 
thể giới có thể là một hình xuyến. Ta không thấy phần 
còn lại của một chiếc bánh rắn Mi khi nhìn lên bầu trời, 
do đó giả thuyết nãy vẫn là một khả năng mở. Ngày nay, 
ta có thể bay ra ngoài Trái Đất đẻ chụ p ảnh từ các vệ tính 
và tàu vũ trụ. Nhưng trước kỉ nguyên của các chuyến bay 
thám hiểm không gian, người ta phải vận dụng trí tưởng 
tượng để nhìn nhàn Mặt Trăng và Mặt Trời là các qua cau 
thay vì những chiếc đĩa phẳng nằm đối điện chúng, ta. 


Các hành tĩnh và ngồi sao khác giỏng như các điểm phát 
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sáng. Thay vì ranh luận vẻ những gì chúng ta nhìn thấy 
trên bầu trời, hãy giả sỬ rằng ta không thể nhìn thấy được 
gì bên ngoài Trái Đất. Hãy tương tượng chúng ta đang 
sống trên một hành tình như sao Kim luôn bị một đám 
mây bao phủ xung quanh.”Trái Đất của chúng ta có thể có 
hình đạng gì? Liệu nó có thể là cái gì đó khác hình cầu 
hoặc vòng xuyên không””, 

Mặc dù những câu hỏi này được đóng khung bằng 
cách yẻu càu bạn tưởng tượng về các thê giới mà ta biết là 
hình dạng của chúng có thể "sai” theo nghĩa đen, nhưng 
đác trưng của toán học từ xura tới nay là, các thao tác sử 
đụng trí tưởng tượng đã dẫn tới những hiểu biết, cầu trúc 
mới mà sau này được chứng mình là chính xác và là 
những gì cản thiết cho một đột phá khoa học lớn. 

Đị xa hơn nữa, chúng ta cần có các thuật ngữ rõ rằng. 
Khai niệm quan trọng nhất đối với chúng ta là đa tạp hai 
chiều hoặc bẻ mặt. Chúng ta đạt đến khái niệm này bằng 
cách suy nghĩ về các hình đạng có thể của thế giới, và 
công chẳng có hại chút nào nếu tưởng tượng rằng các đa 
tạp hai chiêu là các thế giới hình mẫu mà chúng ta có thể 
sinh sống trên đó. Cụ thể hơn nữa, ta hãy đồng ý rằng 
một đa tạp hai chiều hay bề mặt là một đổi tường toán học 
mà mọi khu vực trên đó có thể được biêu điển bằng một 
bản đồ nào đó trên một tờ giảy. Khái niệm "hứi chiời"” CÓ 
nghĩa là tại một điểm bắt kì trên một đối tương, như thẻ, 
các điểm bên cạnh nó có thể được biểu diễn chỉ bàng, hai 
hướng độc lập với nhat. Điểm này quan trọng bời vì về 
bản đồ đòi hỏi chúng ta phải xác định được môi liên hệ 


giữa các điểm. Ta phải có khả năng xác định từng điểm. 
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Các bản đô là những tờ giày, mà trên đó tất cả các điểm 
trên thế giới đều được biểu điền, có hai chiều. Một tập 
hợp các bản đỗ bao phủ một bẻ mặt, nghĩa là mỗi điểm 
trên bẻ mặt đó xuất hiện ít nhất trên một bản đỏ, được gỌI 
là một a#zs. Nêu mua một atlas của thế giới, bạn sẽ nhận 
được một quyền sách bản đò và bạn sẽ để dàng chỉ ra 
rằng tắt cả vị trí trên thế giới xuất hiện ít nhất trên một 
trong số các bản đỗ đó. Một đa tạp hai chiều hay bẻ mặt 
là một đối tượng được biểu diễn bởi một atlas. 

Các nhận xét sau đây được xếp theo thứ tự. Thứ 
nhật, các đa tạp hai chiều là những đối tượng toán học đã 
được lí trởng hóa từ thực tế vật lí. Khi nói Trái Đất là một 
hình cầu, ta đang nói rằng đối tượng toán học mặt câu là 
một mồ hình đúng cho bể mặt của Trái Đát Afa! cầu ở đây 
có nghĩa là lớp vỏ bên ngoài hay bẻ mặt, ví dụ như của 
một quả bóng. Vì vậy, khi nói Trái Đắt là một mặt cầu, ta 
không kể đến tầng đắt đá hoặc magma nằm dưới bề mặt. 
Tương tự, vòng xuyên là một đa tạp hai chiều bắt kì mô 
phỏng bẻ mặt hoặc lựp vỏ của một chiếc bánh rán chứ 
không gộp cả phân bên trong. Sự chính xác đặc biệt mà ta 
có được bằng cách đưa ra các định nghĩa kĩ lưỡng, cho 
phép sự lỏn tại của một vài đối tượng kì dị, và chúng ta 
phải cản thận để tránh nhằm lẫn giữa các đối tượng 
nghiên cứu mang tính vật lí hay mang tính toán học. Đối 
vớt chúng ta, đa tạp hai chiêu là một tập hợp mà tắt cá các 
điểm nằm gần một điểm bắt kì có thẻ biểu điển được trên 
bản đỏ. Vậy thôi. Các nhà toán học sứ dụng từ bề mặt như 
một từ đồng nghĩa với đa tạp lai chiều, măc dù khòng phải 
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mọi đa tạp hai chiều đều là bẻ mặt của một vật răn'”. 
Cũng như không phải lúc nào cũng định nghĩa được thẻ 
nào là nhải và trải trên một đa tạp”, Tuy nhiên, bất cứ đa 
tạp hai chiều nào mà trên đó ta luôn định nghĩa được thế 
nào là trái và phải, cũng có thế được dùng để biểu điễn bẻ 
mặt của một vật rắn nào đó, và ngược lại. Một đa tạp như 
vậy được gọi là đa tạp có thể định hướng (orientable 
manifold).”' 


I* Một nhà toán học sẻ sứ dụng "biên cúa một đa tạp ba chiều não 
đó” thay vì "bề mắt của một vật rắn” như cách nói thông thường. 

'* Chắc hắn bạn sẽ nhớ là đã nhìn thầy hay đọc đầu đó vẻ dải Mobius 
(Mobius band). Vặt thể này được tạo ra bằng cách đản một cạnh 
ngắn của một tờ giẫy hinh chữ nhất đài vào cạnh ngắn kia sau khi 
lộn ngược 180 độ. Đảy là một đa tạp hai chiều có biến, Nó có khá 
nhiều tính chảt đáng quan tắm. Một ví dụ là bạn không thể xác định 
được trái và phải trên đa tạp này. Giá sử bạn đùng một que điểm nhỏ 
đánh dấu trải và phải ở hai đầu que điêm và cả ở điểm xuất phát trên 
đa tạp, di chuyển que diễm đọc trên bẻ mặt đó. Sau một hồi, que 
điểm quay trở lại điểm xuất phát với hai đầu được đánh dẫu trái và 
phải đổi chỗ cho nhau. Đa tạp này chỉ có một mặt, néu bạn bắt đầu 
đi vòng quanh từ mật này, bạn sẽ trở lại vào mặt bén kia. Vì vậy, đa 
tạp này không thẻ là bể mật của bắt cứ vặt gì được. 





tình a. Dải Moblus. 


”' Nêu một đa tạp hai chiều không thể định hướng được, no luôn 
chứa một đái Mobius, Biên của đãi Mobius là đường cong khép kín 
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Một điều quan trọng cần lưu ý nữa là việc sử dụng từ 
chiêu (đùnession). Trong cách đùng tùy tiện của ngôn ngữ 
hàng ngày, ta thường nghe thấy những khắng định như 
trái đất (hay một mặt câu) hoặc một vòng xuyến là có ba 


chiều bởi vì ta cân một không gian ba chiều để có thẻ 





duy nhất, và ví vậy vẻ mặt topo học thị nó là vòng tròn. Nội một 
hình đĩa vào dãi Mohbius bảng cách phép các điểm trên vòng trön 
xunw quanh nó với đường bien của đải Mobius sẽ cho ta một đa tạp 
không biển (gọi là mắt phẳng xạ ảnh (projecive plane)). Một ví dụ 
nói tiếng khác là của đa tạp compac không biến không định hướng 
được là chai Klein, trên đó bẻ mặt bên trong kết nồi liên tục ra bẻ 
mặt bén ngoài. Vật thể này được tạo ra sau khi nồi hai dải Mobius 
bằng cách đính hai vòng trên biến lại. Chai Klein và mặt phẳng, xạ 
ảnh là ví đụ của các đa tạp hai chiều không phải là bê mặt của một 
vạt rắn 





Hình b. Chai Kiein. 
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hoãn toàn đặt chúng vào bền trong, Chúng ta sẽ không 
bao giơ sử dụng từ chiếu theo nghĩa nảy. Đối với chúng ta, 
chiêu đề vập đến số hướng độc lập cần thiết để biểu diễn 
tẮt cả các điểm nằm gắn một điềm cho trước trên một đối 
tượng. Nếu chúng ta có găng kết nôi tất ca bản đỏ trong 
một atlas lại đề tạo thành một hình cầu biểu diễn cho bề 
mặt mặt cách tổng thể hơn, thì chắc chẵn ta sẽ cần mỏt 
chiều thứ ba (hoặc hơn nữa), nhưng ta vẫn xem đa tập 
hay bề mặt này là hai chiếu, Chiếu đề cập đèn số lượng 
các hướng đóc lập mà một người sống tréẻn đa tạp cản 
nhận nhờ kình nghiệm chứ không phải là số chiều mà 
chúng ta cần để đặt vật thẻ vào bên trong! Vì vạy, bẻ 
mặt trái đất là hai chiều bởi vì để biểu diễn một khu vực 
của nó, ta sử dụng một bản đỏ trên một mảnh giấy (hoặc 
ta có thể sử dụng hai còn số, chăng hạn như kinh độ và vĩ 
đỏ, để biểu điển bất cứ điểm nào gần một điểm có định). 
MỘt mặt phẳng có hai chiều, nhưng một đường dù có 
cong hay không (đặc biệt là đường tròn) chỉ co một chiều. 
Không gian trong đỏ thế giới của chúng, ta tỏn tại (không 
gian do là vù trụ) có ba chiều, khu vực bên đuới bề mật 
trái đất (tẳng đất đá và magma) củng vạy. Sau này la sẽ 
trỏ lại với khái niệm chiều, định nghĩa nó thậm chí theo 
một cách còn kĩ càng hơn và đơn giản hóa nó thành cac 
con số. Ta sê thây rằng đa tạp có bao nhiều chiều cũng có 
thế tôn tại. 


— Một số bề mặt Không đại vừa vào không gian bà chiếu và đòi hon 
+ - .% ˆ ~~- ` h £ -^ ` ˆ ˆ ` 
tKhém nhiều chiếu khác Câu hội về ö chiều mà nmiốt không man cần 
eo đệ có thê đặt vừa một bé mặt Vào bên trọng nó là những Dài toàn 
- . 2 K ˆ ^% - L‹ ˆ ~ ⁄ ` 
thú vị Khắc mã ta không đề cập đến ơ đầy nhúng sẽ nói tới sâu này, 
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Nhưng bây giờ, chúng ta đề cập đến hai thuật ngữ 
khác được sử dụng trong ngòn ngữ hằng ngày, nhưng, 
theo cách không đủ chính xác cho các mục đích của 
chúng ta. Đâu tiên là biện (baundary). Mội số đa tạp hai 
chiêu có biên, số khác thì không. Biên của một đa tạp hai 
chiều là lễ của nó, hoặc tập hợp các lẻ, nhìn từ mắt của 
một người đứng trên đa tạp đó. Một mặt phẳng kéo đài 
đến vô tận vé mọi hướng thì không có biên nhưng một 
đĩa trên mặt phẳng đó lại có biến, đó là vòng tròn bao 
xung quanh. Bề mặt bên ngoài của một ống, tuýp bằng 
đồng đài một thước tây có biên, cụ thể là hai vòng tròn 
nằm trên mỗi đâu ông. Một mặt cầu không có biên (mãc 
dù chính nó là biên của quả bóng đặc bên trong n6). 
Nều bạn sóng trên Trái Đất, bạn sẽ không tìm ra được 
một phần lẻ nào mà tại đó Trái Đất kết thúc. Tương tự, 
hình xuyến không có biến (mặc dù nó là biên của phân 
bánh rán đặc ở bên trong). Nếu một đa tạp hai chiêu có 
biên thì biên đó là một chiều. Khái niệm biển cũng áp 
dụng với các đối tượng có số chiều khác. Mệt vong tròn 
không có biên (mặc dù nó là biên của cái đĩa năm bẻn 
trong). Mệt đường thẳng kéo đai đèn võ tận theo cả hai 
hướng cũng không có biên. Nhưng một đoạn thẳng đài 
một thước tây có biến, đó là hai điểm nằm ở hai đâu. Lôi 
rán bên trong của Trái Đắt có một biên, đó là một đa tạp 
hai chiêu có đạng mặt cầu. Nếu như một đa tạp có biên 
thì biên đỏ sẽ c6 ít hơn một chiều so với số chiều của đa 
tạp đó. 

Thuật ngữ thứ hai là hữu hạn (Hnite). Chúng ta nói 
rằng mệt đa tạp hai chiều là hữu hạn (hoặc courpac) nễu 
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chỉ cần một số lượng hữu hạn bản đỏ để bao phủ nó. MIãf 
phẩne Ebuclid (hay còn gọi là không eian hai chiêu Euclid hoặc 
đơn giản là không gian hai chiêu) mà chúng ta học ở trường 
trung học kéo đài đến vô tận theo hai hướng độc lập với 
nhau là một đa tạp hai chiều nhưng không hữu hạn. Còn 
mặt cầu và vòng xuyến là những đa tạp hai chiều hữu 
hạn - trên những đa tạp này ta không thể đi mãi mãi về 
một hướng mà không có khả năng quay trở về điểm gần 
nơi xuất phát. 

Cho rằng một vật thể hữu hạn phải có biên là một 
quan niệm sai lầm phổ biến. Những tranh luận đầu tiên 
về việc Trái Đất là hữu hạn hay không thường đã bị quan 
niệm hóa thành các tranh luận khác như là liệu Trái Đất 
có kéo đài mãi mãi hay không, hay là nó có một lề mà tại 
đó ta có thể bị rớt ra ngoài. Lúc đầu, con người không biết 
rằng hành tĩnh chúng ta có dạng một mặt câu (hoặc một 
hình xuyến) và vì vậy chưa biết rằI\p nó vừa hưu hạn vừa 
không có biên. TẤt nhiên, để nghĩ rằng Trái Đất là một 
mặt cầu đòi hỏi ta phái chấp nhận ý tưởng có vẻ vô lí là 
có người bên kia bán cầu dang đi bộ với bàn chân hướng 
vẻ phía chúng ta. Mặc dù không ai gặp khó khăn để chấp 
nhận điều này vào thời đại ngày nay, vẫn còn có nhiều 
người mắc các lỗi tương tự khi nói về vũ trụ. Họ cho rằng 
nếu vũ trụ là hữu hạn thì nó phải có biên (bây giờ ta đã 
biết rằng nêu một biên như vậy tồn tại thì nó phải là một 
vật thể hai chiều) mà chúng ta không thể vượt qua được. 
Không phải như vậy. 
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HÌNH HỌC VÀ TOPO HỌC 


Chúng ta còn chút ít việc phải làm nữa để cho việc đọc 
cuốn sách này được trôi chảy. Khi nói hai đa tạp giống 
nhàu, chúng, tà phải chỉ ra chính xác điều đó có nghĩa gì. 
Cũng giỏng mọi vẫn đẻ khác, điều này phụ thuộc vào 
quan điểm của mỗi người. Hai vật thể có thể giống nhau, 
hoặc tường đương nhau, trong một khía cạnh này nhựng 
lại khác nhau ơ khía cạnh khác. Khi nói về hình dạng, ta 
thường không quan tâm tới các tính chất như kích thước 
hoặc khoang, cảch-nhữrty tính chất thuộc về hình học 
(geometrv), mà chỉ quan tâm đếtt các tính chất vẫn được 
bao toàn ngay cả khi vật thể bị kéo dài hay biến đạng vừa 
phải. Những tính chất này thuộc vẻ lĩnh vực topo học 
(topolog#y). Cho phép chúng tỏi nói rằng hai bề mặt giống 
nhau vẻ mặt topo học néu như tất cả các điểm trên một 
bẻ mặt co thể tham gia vào một phép tương ứng một-một 
với tất cả các điểm trén bẻ mặt kia, sao cho các điểm nằm 
gản mút điểm trên bể mặt này cũng tương ứng với các 
điểm nằm gần một điểm của bể mặt kia (các phép tương 
trngy như vày được gọi là có tính điều tực (continuous)).” 
Hai đa tạp giếng nhau về mìäãt topo học còn được gọi là 
đồng phối (homeomorphic), và phép tương ứng một-một 


° Từ liên tục thường để cập đến một điều kiên toán học quan trọng: 
Sự tương ứng một-một giữa hai bề mặt gọi là liên ftực nếu như một 
tập hợp điểm Hến về một điểm trên một bề mặt nảy luôn tương 
ứng với tập hợp điểm trên bẻ mặt kia cũng tHến về một điểm và hai 
điểm này tương ứng (Đặc biệt, các điểm gân nhau tương; ứng với 
các điểm gần nhau, nhưng chứ ý là ta không nhất thiết phải định 
nghĩa "gắn" là như thể nào.). 
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thiết lặp sự giống nhau đó giữa hai đa tạp gọi là phế: dòng 
phối (homeomorphism). Topo học nghiền cứu các tính 
chất của bé mặt (và các đôi tượng khác) cho phép xác 
định hai bể mặt (hoặc các đổi tượng khác) đồng phối hay 
không. Các tính chất như vậy gọi là tính chất topo học. 

Các tính chất topo học có thể rất khác các tính chất 
hình học như độ dài và góc. Hai bể mát bắt kì có thể biến 
đổi để trở nên giống nhau bằng cách kéo dài hoặc nới 
rộng ra (không xé rách bởi vì làm vậy có thể phá vỡ tính 
liên tục) là đồng phỏi. Hai mặt cầu có bán kính khác nhau 
là đồng phỏi. Tất cả bẻ mặt trong hình dưới đây đêu đồng 
phỏi, và một nhà topo học sẽ xem tắt cả chúng giỏng như 
một hình cầu. Đặc biệt, một nhà topo học sẽ thắc mắc rằng 
Columbus đã lo lãng điều gì vậy?! Hình quả lê mà ông 
muốn gán cho Trái Đất thực ra cũng là một mặt câu, giỗng 
như bẻ mặt một quả tảo. Để tránh nhằm lẵn, đôi khi 
chúng ta gọi các mặt cầu đối xứng nằm ở bên trái trong 
Hinh 7 là một mặt câu tròn. Columbus, trong tưởng tượng 
của ông vẻ hình quả lê, đã dự đoán Trái Đất không phải là 


- bộ ˆ ` , - = ˆ s ẦÀ 
mặt câu tròn, nhưng đủù sao nó cung là một mặt câu. 





#fin/: 7. Những bề mặt này .ễu đ›ng phôi với mặt cầu hai chiều. 
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Rõ ràng, tính đồng phôi là một khái niệm còn chưa 

2 s HH _ ` Ấ "H Eé Z gỊI 
chuẩn về sự giông nhau. Các hình xuyên "thái nút” trong 
Hình 8 là đồng phôi với một hình xuyến thông thường, 
mặc dù chăng thể làm biên đạng hình xuyến này thành 
hình xuyên kia mà vẫn tuân thủ tính liên tục (ít nhất là 
nêu bạn khăng khăng không cho các điểm trên hình 

£ Là ˆ + 1 £ + 
xuyên chạy ngang qua bản thân nó).ˆ` Thực ra, nêu chúng 


** Bạn đọc nào chú ý sẽ thấy rằng (ít nhấU có 3 điểm không ổn. Đầu 
tên là chưa chắc chắn hình xuyên thất nút đồng phôi với hình 
xuyến bình thường. Theo định nghĩa của chúng ta, điều này có 
nghĩa là ta có thê đặt các điểm của hình xuyên này lên hình xuyên 
kia theo sự tương ứng một-một sao cho các điểm gần nhau tương 
ứng với các điểm gản nhau. Đề xem điều này có khả đĩ hay không, 
hãy tường tượng cất từng hình xuyến đọc theo đường cong vòng 
quanh cỗ của nó. Trong từng trường hợp, bạn sẽ có được một hình 
trụ giới hạn hai đầu bởi hai vòng tròn giống nhau trước khi cắt. Các 
điểm trên hai hình trụ có thể được sắp xép để có được sự tương ứng 
một-một sao cho các điểm không nằm trên vòng tròn tương ứng với 
nhau, và các điểm trên vòng tròn tượng ứng với nhau. Như vậy, tất 
cả các điểm gần nhau tương ứng với các điểm gần nhau đù chúng 
nẫm trên vòng tròn hay không. Thứ hai, bạn có thể tự hỏi làm sao ta 
biết được một hình cầu không đồng phôi với hình xuyến. Câu trả lời 
lần nữa lại là không rõ ràng. Giả sử cả hai đồng phôi (có nghĩa là cả 
hai có sự tương ứng một-một). Chọn một đường cong đóng đơn 
giản (naghia là đường cong bắt đầu và kết thúc cùng một điểm và 
không tự cất ngang qua chính nó) trên hình xuyến sao cho nó 
không chia hình xuyến ra làm hai phẩn. Ví dụ như đường cong 
vòng quanh cổ hình xuyên. Nếu như có sự tương ứng một-một, bạn 
có thể cũng tìm được một đường cong đóng đơn giản trên hình cầu 
mà không chia hình cầu ra làm đôi. Nhưng trên thực tế, bất cứ 
đường cong đóng nào trên hình cầu cùng chia nó ra làm đói. Mặc 
dù điều này khá rõ rằng, nhưng chứng mính được nó lại khó một 
:ách đáng ngạc nhiên. Bài toán này được gợi là Định lí đường cong 
Jordan. Cuỗi cùng, ta vẫn chưa định nghĩa không gian ba chiều. Tuy 
nhiên, ta sẽ bàn về nó ở Chương 4, và kĩ hơn ờ Chương 7. 


http://tieulun.hopto.org 


5O GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


ta chập các le trên và dưới của bản đỗ ở Hình 5 lại đẻ có 
được một hình trụ và sau đó thắt nút hình trụ trước khi 
cho các lẽ trái và phải chập vào nhau thì ta sẽ có được một 
hình xuyen thát nút. Nhưng cư dân sông trong một thế 
giới luôn bị máy bao phú mà trong đó không một hình 
đạng não cỏ thể được nhìn thấy từ xa sẻ không thẻ xác 
định được the giới của họ có bị thắt nút hay không nềeu 
chị dựa vào một aHas. Nếu sông trên một thẻ giới có hình 
đạng giỗng một hình xuyên thắt nút, ta có thể cắt bé mặt 
của nó thành các tầm bản đỏ và lắp ráp chúng lại thanh 


một hình xuyên thông thường. 





Hinh 8. Hình xuyến thất nút. 
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PHẦN LOẠI BẾ MẬT 


Với các thuật ngữ đã có, ta có thể đặt ra một số câu hỏi 
mang nhiều ý nghĩa về những gì là khả dĩ. Giả sử chúng 
ta sông trên một thế giới mà tắt cả các khu vực của nó đều 
đã được vẽ bản đỏ một cách cần thận. Hay nói cách khác, 
chúng ta có một cuốn sách bao gồm các bản đổ mà khi 
ghép chúng lại ta sẽ được toàn bộ thể giới. Vì số lượng 
bản đỏ có hạn, nên ta biết rằng thế giới khỏng kéo dài 
đến vô tận. Nêu chúng ta cô gắng vẽ lại bản đổ với tí lệ 
gần gióng, cắt giảm các vùng trùng lặp, và có gắng lắp 
rắp chúng với nhau, ta có thể thu được những hình dạng 
khác nhau nào? Hay nói cách khác, có tắt cả bao nhiêu 
khả năng cho các đa tạp hai chiều? 

Đầu tiên chúng tôi lưu ý rằng mặt câu và hình xuyễn 
không phái là các khả năng duy nhất. Hãy xem xét hình 
xuyến hai lỗ phác thảo trong Hình 9. Nếu chúng ta sông 
trong một thế giới như vậy, và nếu chúng ta bắt đầu một 
cuộc hành trình từ bất kì điểm nào trên đó và tiếp tục đi 
mãi, ta sẽ không bao giờ thoát khỏi nó. Không có bất kì 
một lè nào cả. Ta có thể vẽ bản đỏ bất cứ khu vực nào trên 
đó. Sau đó, ta có thể tập hợp các bản đỗ lại thành một cuôn 
sách và đựng thành một atlas của thẻ giới này. Liệu một 
nhà địa lí có thể chỉ nhờ việc nghiên cứu atlas này mà xác 





/ình 2. Hình xuyễn hai lỗ. 
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định được loại đa tạp tạ đang sống trên đó hay không? 
Mọi nhà thám hiểm sẽ chẳng gấp phải bắt ki cái lỗ nào bởi 
vì moi điểm trên bẻ mặt đều liên thông với nhau. 

Đề hình dụng một atlas của thẻ giới này trồng ra sao, 
ta có thể cắt nó ra thành các khu vực nhỏ mà bản đỗ của 
chúng có thể để đàng được vẽ. Trong thực tế, ta cũng có 
thể tạo một bán đỏ duy nhất của thê giới bảng cách nối 
các bản đỏ khu vực lại. Hãy tưởng tượng thê giới đỏ bị cắt 
đọc theo bốn đường cong bắt đầu từ cùng một điểm như 
trong Hình 10. Để tiện theo đõi việc cắt lớp và ghép sẽ 
diễn ra như thể nào, ta hãy đánh dẫu với các ký tự A, B, 
C, D như trong hình và cắt theo hướng mũi tên. Bắt đầu 
với các đường cắt A và C, ta có thể tưởng tượng rằng, nêu 
mở bể mặt cong ra và trải lên một mảnh giấy phẳng, ta sẽ 
có hình dạng của một con số 8. Cắt dọc theo hai đường 
cong còn lại (bây giờ là đoạn thẳng) sẻ cho ra một hình 
mà ta có thể biến đổi nó thành một bát giác hay thậm chí 





Hình 10. Cắt một hình xuyễn hai lỗ. 
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là một hình chữ nhật. Điều này sẽ đem lại một bản đỏ thế 
giới với những phản lẻ mà chúng phải thích hợp với sự 
cắt ghép vừa nói đến ở trên. 

Liệu chúng ta có thể liệt kẽ hết tắt cả các đa tạp hai 
chiều khả dĩ hay không? Sau khi đoàn thám hiểm của 
Magecllan trở về, nhưng trước khi có một ai đó khám phá 
ra các vùng cực, liệu chúng ta đã có thể có sẵn một đanh 
sách các hình dạng có thể của thẻ giới không? Câu trả lời, 
cùng với chứng minh của nó, là một trong những thành 
tựu vĩ đại của thẻ kỉ 19. 

Câu trả lời này, hay danh sách các hình dạng có thể, 
thực ra rất đơn giản. Chúng ta có thể đang sông trên một 
hình xuyến hai lô. Tương tự, chúng ta cũng có thể đặt ra 
các khả năng về một hình xuyên ba lỗ (xem Hình 11), bốn 
lỗ, hay các hình xuyên với số lỗ bắt kì nào. Tất cả chúng 
đu khác nhau và đêu thõa mãn các điều kiện mà mọi đa 
tạp hai chiều có thể định hướng phải thỏa mãn. Tất cả 
chúng đều là những hình dạng có thể của một thẻ giới, - 
nêu hinh dạng của thé giới chúng ta là một trong số chúng, 
và nếu ta đứng ở bắt cứ điểm nào trên thế giới đó, thi ta 


đều có thể vẽ được bản đỏ của khu vực xung quanh ta. 





#fình f/. Hình xuyên ba lễ. 


Một phương thức thú vị khác để tim hiểu vẻ những đa 


tạp khác nhau này, đỏ là điện giải chúng đưới góc độ của 
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khái niệm tổng liên thông của hai đa tạp. Giả sử ta có hai 


đa tạp hai chiều và ta cát một chiếc đĩa ra khỏi mỗi đa tạp. 





Hinh 12. Cắt một chiễc đĩa ra khỏi một mặt cầu (trái) và một hình xuyếr: (phải). 


Biên của chiếc đĩa là một vòng tròn. Ta có thể tạo nên 
một đa tạp hai chiêu mới không biên bằng cách đán hai 
đa tạp cá biên mà ta vừa mới tạo ra với nhau, dọc theo 
biến của từng đa tạp - chính là hai vòng tròn. Đa tạp này 
được gọi là tổng liên thông của hai đa tạp ban đầu. Hình 13 
minh họa hình xuyến hai lỗ là một tổng liên thông của 
hai hình xuyễn thông thường. Một hình xuyến ba lỗ là 
một tổng liên thêng của một hình xuyến hai lỗ và một 
hình xuyến thông thường, và do đó là tổng liên thông của 
ba hình xuyên thông thường. Một hình xuyên bón lỗ là 
tông liên thông của bốn hình xuyến thông thường và cứ 
tiếp tục như vậy.” 


* Tổng liên thông cúa một đa tạp bắt ki với một mặt cầu là một đa 
tạp giỏng đa tạp bạn đâu. Bởi vì khi bạn cắt một hình đĩa ra khỏi 
mặt cầu, bạn sẻ côn lại một hình đĩa, do vậy tạo ra một tổng liên 
thông của một đa tạp với một mật cầu cũng giỏng như việc cất mội 
hình đĩa ra khói đa tạp rồi đán nó lại. Chẳng có gì thay đổi cả. 


“% # - Ấ “« , - .~ -~ ~ Ằ „ắ 
[rong các phép bien đói các tong liên thông, mặt câu giông như 
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Đo vậy, mốt đanh sách đầy đu các đa tạp hai chiều hữu 
hạn không có biến, có thề định hương (đo đó có thê la bè 
mặt cua một vật thể nao đó) được xác định bởi tất cả các 
tổng liên thông có thể được tạo ra từ các hình xuyên và các 
mặt vầu ` Chúng ta đào sảu suy nghĩ về kết quả này bao 
nhiều, thì chúng tì hiểu biết thêm về toán học bấy nhiên và 
động, thời toán học lại càng thêm vẻ kì thú. Bê mặt xuất hiện 
ở khắp mọt nơi trong toán học và rất đa đạng. Viladimar 
Arnold, một rong những nhà toán học vĩ đại nhất còn sông 
này nay, số sánh tàm quan trọng của việc ñm ra định lí 
phân loại cac bê mặt với việc khám phá ra châu MI.” 

Bảy giờ chúng ta đã biết hét các trường hợp có thể 
của đa tạp hữu hạn hai chiều, hãy piả sử La là một trong 
những nhà cha lí đối mặt với một aHAs hoàn chỉnh của 
một thế giới mới nao đó: Nghĩa là, giá sử ta có mọt tập 
hợp chí tiết và có đây đú ban đỗ của các vùng, những ta 
lại không biết bình đạng thế giới đó. Liêu ta có thể chỉ va 
được n$ột đa tấp hai chiếu tượng ứng với no cháng ? Ta có 
thể thử lắp ráp tắt cả các bán đó lại, nhưng việc này chẳng 
để chứt nào: hãy hình đụng trường hợp thẻ giới mà ta 


n1 2t phép đồng nhất (nghi kh giống như số không (rong phép tính 
công Và số mới (rang phép tính nhân] 

"` Tủ cùng có thẻ phần loại tất cả các bè mất không thể (nh hướng, 
Đa tap loại này 1ä tổng hến thông của một bé mặt có thế định hướng 
và một bè rất đồng phối với mát phẳng xạ ảnh (xem định nghĩa ở 
gu chú trưoe). Tà có thể tham khảo bài toan và chứng mình mới của 
mò + phần phụ chú trong cuốn Tñe se ðÉ spdce của] Weeks 

^®V.T ,Xyoocld, Ôn Teacling Matnemattcs”, Nuššng? ÀlaHt Sufrepus 
53, nọ, J (1998 231-356 Bài báo này L3 một thảo luận tuyệt vời của 


myột nhà toán học vĩ đạt, bạn Về các thiêu sót Hong việc đạv Loạn 


http://tieulun.hopto.org 


SỐ GIÁ THUYẾT POINCARẺ 


đang có găng lắp ráp các bản đỏ của nó là một hình 


xuyên hai lỗ, hoặc phức tạp hơn nữa! 





+‡. -„ 








;#inh 13 Tổng liên thông. 


Câu hỏi này làm phát sinh một số lĩnh vực đáng yêu 
trong toán học. Y tưởng trung tâm là xem xét các đường 
khép kím (closed path) hoặc các oòng lấp (loop) trên bẻ mặt. 
Đây là những quỹ đạo được bắt đầu và kết thúc tại cùng 
một điểm. Giả sử ta đang sống trên một bẻ mặt, ta có thể 
xem vòng lặp là một chuyến đi khứ hồi: Đó là quỹ đạo 
được vẽ ra khi ta bắt đầu một cuộc hành trình và quay trở 
lại điểm xuất phát. Hãy tưởng tượng nó như một đường 
cong tạo ra bởi sợi đãy mà ta cảm theo với mục đích thử 
nghiệm trong suốt hành trình. Các nhà toán học thường 
đưa ra các mối quan hệ giữa các vòng lặp, gọi là đồng điều 
(homologies), cho phép ta phân loại các vòng lặp khác 
nhau và vận dụng chúng như những con số. Đa tạp khác 
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nhau vẻ mặt topo học được phân biệt bởi biểu hiện của 
các vòng lặp của chúng. Mặc dù việc Jí giải vẫn để này sẽ 
đưa chúng ta đi quá xa, những chúng ta vẫn phải đẻ cập 
đến một trường hợp cực kì quan trọng với mình. 

Để giải thích cho nó, lưu ý rằng người ta thường nói 
một cách lạm dụng là hình xuyễn có lỗ, do đó khác với 
hình cầu. Tuy nhiên, nếu chúng ta đang sống trên một 
thẻ giới rất lớn (một lẫn nữa, hãy giả sử rằng nó bị mây 
che phủ khiến tầm nhìn của ta không thế vượt ra khỏi), 
và ta không thể thấy được nó có đạng hình xuyễn nếu 
không có tàu vũ trụ. Trong thực tế, nêu hình xuyến này 
bị thắt nút như trong Hình 8, chúng ta thậm chí khó thể 
giải thích cái lỗ mà ta đề cập đến có nghứa là gì. 

Mặc dù vậy, có một cách để phản biệt giữa việc sống 
trên một hình xuyên VỚI VIỆC sống trên một mặt câu. Trên 
một hình xuyến (hay bất kì tổng liên thông nào của các 
hình xuyễn) tồn tại các vòng lặp khác biệt một cách cơ 
bản so với bất kì vòng lặp nào trên một mặt cầu. Để hiểu 
điều này, hãy tưởng tượng ta đang sống trên một đa tạp 
và thực hiện một chuyến đi khứ hổi với một điểm xuất 
phát nào đó. Hãy tưởng tượng ta kéo thea một sợi đây, 
chăng hạn một sợi dây câu cá rất mỏng, và không quên 
cột chặt một đầu dãy vào một cái neo ở điểm xuất phát. 
Nếu ta đừng chân ở một điểm nào đó trên đường đi và 
kéo sợi đây về phía mình, do đầu kía bị cột chặt vào neo 
nên sợi dây sẽ căng ra. Sợi dây sẽ vẽ nên một quỹ đạo 
trực Hếp từ điểm ta đừng đến điểm xuất phát (việc đo độ 
đài của sợi dây sẽ cho ta khoảng cách chính xác giữa điểm 
bát đầu và điểm dừng). Sau đó, ta tiếp tục đi tiếp để hoàn 
thành chuyến khứ hỏi này. 


http://tieulun.hopto.org 


- GIÁ TRHUYẾY POINCARE 


Bầy giờ ta đã trở vẻ điểm xuất phát sau khi đã đe lại 
trên bẻ mặt một vòng đây khổng lả, Kéo nó về phìa ta, 
Liệu ta có thể kéo toàn bộ cuộn dãy về phia mình không 
thấy nhớ điểm xuất phát là cô định)? Dù là trên một mặt 
phẳng hay trên một mật cầu, câu trả lời là có. Ngay cả 
Một vòng lặp chạy quanh vích đạo của Trái Đất cũng có 
thẻ bị co rút lại vẻ điểm xuất phát của nó. Nếu chư ng ta 
kéo nó về phía mình, sợi dày sẽ trượt vẻ phía Bắc chẳng 
hạn, trên bẻ mặt của hình cầu - hình ảnh tạo nêu bởi sợi 
đầy - lúc nàv không phải là đoạn đường mà tả đã đi vòng 
quanh xích đạo. Vòng đây sẽ nhỏ đần nhỏ dẫn, cùng lúc 
VỚI việc nd trượt lên Bắc Bằng Dương, tới Canada và Bắc 
Cực, sau đó trở về theo phía Nam và Hiếp tạc cho đến kh) 
nó quay trở vẻ với chúng ta, 

Nếu như mặt cầu đó không tròn một cách tuyệt đối, 
ma có hình đang, như quả lễ của Columbus, chúng ta phải 
thả ra mặt lượng dây dủ dài để quỹ đạo của đây có thể 
vượt qua phần lồi của quả lẻ. nhưng sau đó tạ vẫn có thể 
kéo cuộn đây căng lại và làm cho quỹ đạo có rút lại thành 
một điểm, Khi kéo sợi đảy lạt phía mình, ta sẽ có một sẽ-r] 
vác vòng càng lúc càng nhỏ đạn theo thời gian trên bẻ 


mặt” (Ta không được phép để cái vòng đó nhảy lên khỏi 





” Vẻ mật kĩ thuật, tà có thể nói rằng vòng lập trên một đa tạp được 
định nghĩa hàng một ánh xạ liên tục / xac định trên khoảng I=‡x: ( 
*sx< 1) và có gia trị trên đã tấp sao cho 0) =/(1). Ta nại rằng mọi 
vòng láp có thể có tút lại thành một điểm nếu như tổn tài một ánh 
xạ liên tục F xác định trên hình chữ nhật {(š,!2 Ö < x, ts l} sao cho 
F@Œ,Ð) =f@) (vòng lặp bạn đầu) voi mọi \, (0,1) =0) vơi môi £ và 
F(x,Ù) =F(v.U) =ƒffv) vỚI mọi 3. Vì vậy, cho mỘt t có định. /ƒ(@+,f) là 
tuột võng lấp bất đầu và kết thục tại cùng một điểm. 
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bẻ mặt cũng như chui xuống đất). Tuy nhiên, trên một 
hình xuyến, có một số vòng lặp không thể co rút lại thành 
một điểm. Đặc biệt, nếu như ta đi vòng quanh một cái 
“lỗ”, ta không thể co rút cải vòng lặp lại nhỏ hơn đường 
kính cái lỗ đó. Tương tự với một tổng liên thông của các 
hình xuyễn. Hình 14 chỉ ra một vòng lặp trên hình xuyên 
không thể co rút lại thành một điểm, và một số vòng lặp 
khác có thể co rút lại được thành một điểm. 

Nếu tắt cả vòng lặp trên một đa tạp cỏ thể co rút lại 
thành một điểm, đa tạp đó được gọi là đơn liên (simpÌly 
connected). Nhờ định lí phần loại các đa tạp hai chiều, ta 
có thể thấy rằng mặt cầu là đa tạp hai chiều đơn liên đuy 
nhất. Mặc đù khó, nhưng một nhà địa lí bằng cách làm 
việc với một atlas có thế xác định xem đa tạp mã nó miều 
tả có đơn liên hay không và qua đó biết được thế giới có 


phải là một mặt câu hav không. 





#fình !4. Vòng lặp ở cực trái của hình xuyến không thể co rút lại thành một 
điểm trên bề mặt đó, trong khi đó vòng lặp còn lại có thể co rút được thành 
một điểm. Tất cả vòng lặp trên mặt cầu có thể co rút lại thành một điểm. 
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Chúng ta văn chưa định nghĩa thế nào là một đa tạp 
ba chiều. Nếu như các đa tạp hai chiều mô phòng các thế 
giới, các đa tạp ba chiêu là những đối tượng toán học mô 
phỏng các vũ trụ. Có một đa tạp ba chiều đặc biệt đẹp, đó 
là khối cầu ba chiều, hữu hạn, không biên, và có đặc tính 
là tất cả các vòng lặp của nó có thể bị co rút lại thành một 
điểm. Giả thuyết Poinncaré khẳng định rằng đây là đa tạp 
ba chiều hữu hạn đơn liên duy nhất. Điều này có nghàa là 
gì, và thế nào là một khối cầu ba chiều? 


http://tieulun.hopto.org 


Hình dạng vũ trụ 


Cũng như trong trường hợp của Trái Đắt, một atlas của 
vũ trụ là một tập hợp của các bản đà. Nhưng một tắm bản 
đồ của một vùng trong vũ trụ không thể là một mảnh 
giấy hình chữ nhật. Thay vào đó, nó giống như một chiếc 
hộp cứng bằng thủy tinh (hãy nghĩ về một bể cá hoặc một 
hộp giày trong suốt) chứa đây tỉnh thể lỏng không màu, 
trong đỏ có các đồm sáng hiện lên tương ứng với vị trí 
của các hành tinh và ngôi sao. Trong chiếc hộp bán đỏ 
chứa Hệ Mặt Trời của chúng ta, nếu nhìn vào một điểm 
có khoảng cách tương ứng với 431 năm ánh sáng thẳng từ 
Trái Đất, bạn sẽ thấy một đốm sáng tương ứng với 
Polaris, sao Bắc Cực. Nhìn theo chiều ngược với Mặt Trời 
vẻ các hướng khác nhau trên mặt phẳng chứa quỹ đạo 
Trái Đất, ta sẽ thấy các hành tĩnh khác. Vẻ phía Nam của 
mặt phăng xích đạo nhìn theo một hướng, với một 
khoảng cách tương ứng với hơn 4 năm ánh sáng một chút 
là các hàng xóm gản nhất của chúng ta, Proxima Centauri 
và ngôi sao đói Alpha Centaurl. Tùy thuộc vào kích thước 
của hộp-bản đỏ này, nhìn ra bên ngoài theo một hướng 
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khác, cung ở phía Nam của xích đạo, có trung tâm của 
thiên hà, cùng với lễ đen không lỗ của nỏ, ở một khoảng 
cách gản 25.000 năm ánh sáng. Xa hơn nữa ở một hướng, 
khác sẽ là Andromeda, thiên hà xoăn óc gần chúng ta 
nhất, cách chúng ta khoảng 2,9 triệu năm ánh sánh. 

Một atlas của vũ trụ sẽ là một tập hợp các hộp giây 
trong suốt như vậy mà mọi khu vực của nó đều được 
dựng lại bản đỏ trong it nhất một hộp. Nếu như vũ trụ 
không kéo dài đến vô tận, như nó có vẻ, số lượng các hộp 
cần thiết để dựng thành một atlas hoàn chỉnh là hữu hạn. 
Mặc dù vậy, chúng ta vẫn không thể "nhìn thấy" toàn bộ 
vũ trụ được. Nêu như ta có một atlas hoàn chỉnh của vũ 
trụ, sao cho mỗi phần của nó đều được đựng thành bản 
đỏ, ta có thể thử lắp ráp các hộp-bản đỏ trong suốt của 
chúng ta lại với nhau. Tương tự như việc không đủ chế 
trên mặt phẳng để đặt tất cả các tắm bản đỏ của thế giới 
chúng ta thành một hình cầu, sẽ không có đủ chỗ trong 
một không gian thông thường để đặt vào trong đó tắt cả 
các hộp giày-bản đỗ một cách ồn thỏa. Ta gặp phải khó 





ˆfình 15. Bản đồ khu vục chứa một thiên hà xoắn ốc nhỏ ở phía dưới đằng trước 
góc trái. 
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khăn trong việc hình dung ra hình đạng của vũ trụ một 
cách tông thể. 

Thêm vào đó, ta không thể thoát ra ngoài vũ trụ. Đây 
là một khác biệt quan trọng giữa Trái ĐẤt và vũ trụ. Tên 
lửa có thể ra khỏi bề mặt Trái Đất, piúp chúng ta nhìn 
thấy Trái Đất từ bên ngoài. Vì chúng ta có hình dung 
trong không gian ba chiều và bề mặt Trái Đất là hai chiều, 
ta có thể thầy được hành tỉnh của chúng ta nến cong lên 
theo một chiều thứ ba và đễ dàng nhìn thấy hình đạng 
hoàn chỉnh của nó. Ngay cả khi ta có khả năng thoát ra 
ngoài vũ trụ với nỗ lực nhìn xem nó có hình dạng như 
thế nào, bởi vì vũ trụ là ba chiều, chúng ta cần phải có 
khả năng hình dung trong một không gian có ít nhất bốn 
chiều để có thể mường tượng được vũ trụ một cách tổng 
thể. 

Như ta sẽ thấy, điều đó không có nghĩa là vũ trụ 
không có hinh dạng. Cũng không có nghĩa là vũ trụ 
không thể uốn cong. Nó có thể có rất nhiều hình dạng 
khác nhau, và một cách gắn như chắc chắn, cũng giỗng 
với trường hợp của bề mặt Trái Đất, vũ trụ cũng uốn cong 
một cách khác nhau ở các vị trí khác nhau. 

Mặc dù vũ trụ lớn hơn rất nhiều so với Trái Đất, công 
việc nghiên cứu vũ trụ có một số lợi thế rõ ràng mà 
những đồ đệ của Pythagoras không có khi họ nghiên cứu 
bề mặt của hành tỉnh chúng ta. Không giỗng như với Trái 
ĐẤt - nơi mà tâm nhìn của chúng ta bị cắt đứt bởi một 
đường chân trời rất hẹp làm ta phải di chuyển để vẽ bản 
đỗ của một vùng có độ rộng vưa phải, với vũ trụ nhờ việc 


sử đụng kính thiên văn ta có thể nhìn vào bên trong nó 
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với một khoảng cách rắt lớn. Chúng ta cũng có kết quả đo 
đạc khá chính xác các khoảng cách đến những vật thể 
khác nhau mà ta nhìn thấy trên bầu trời. Vì vậy, ta có thể 
dựng lại bản đồ cho một khu vực khá rộng của vũ trụ mà 
không cần phải đu hành bên ngoài Trái Đất. Toán học 
cũng phát triển hơn nhiều so với thời đại của Columbus, 
và có nhiều công cụ toán học mạnh mề có thể được sử 
dụng để tác động đến câu hỏi về hình dạng của vũ trụ. 


VŨ TRỤ HỮU HẠN 


Tuy người Hi Lạp tin rằng Trái Đất có hình mặt cầu, 
nhiều người trong số họ cảm thấy vũ trụ kéo dài đến vô 
tân. Ví dụ, luận bàn của Archytas, nhà toán học rất tài 
năng của trường phái Pythagoras và là bạn của Plato về 


để tài này. 


Nếu tôi ra được bên ngoài, lên trên bầu trời với các ngôi 
sao cô định, tôi có thể dang tay hoặc vung cây gậy của tôi 
ra bên ngoài được không? Giả sử được thì tức là bên 
ngoài đó phải là một vật thế hoặc không gian khác 
(không có sự khác biệt giữa vật thể và không gian như 
chúng ta sẽ thây sau đầy). Sau đó ta lại đi ra ngoài không 
gian mới đó thêm lần nữa theo cùng một cách, và cứ tiếp 
tục như vậy, ở mỗi giới hạn mới ta lại hỏi cùng một câu 
hỏi. Nếu luôn tôn tại một địa điểm mới mà cây gậy của 
tôi có thể vung ra được, vậy rõ ràng là nó mở rộng không 
có giới hạn. Nếu như đổi tượng mở rộng liên tục đó là 
một vật thể thì mệnh đề đã được chứng minh. Còn đói 


với không gian, vì không g1an chứa vật thể hoặc là chính 
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vất thế, nhất là khi vật thể vò hạn, thï cho đu bản chất 
Ũ z ` ` - - ` Z ca - .Ấ ) 
của nó là øì đi nữa hi nó củng, mơ ròng glng nh những, 


vật thẻ và không gian chứa hong nó, * 


Archytas lập luận răng vũ trụ là vô biên - ông cho rằng 
đứng bắt cứ nơi nao trong vũ trụ, khi ta nhìn lên bầu trời, 
ngoài những vật thể mà nó chứa đựng, vũ trụ nơi nào 
cũng có vẻ gióng nhau. Ta sẽ không nhìn thấy bắt cứ mốt 
vạch lề nào cả, - ở bất cứ đầu, ta cũng có thê đang tay hoặc 
vung một cây gây ra. Vì không có ranh giới, ông kết luận 
một cách sai lầm là vũ trụ vô tận. Để xem tại sao suy luận 
của ông là không chắc chăn, hãy chú ý rảng chúng ta có 
thể lặp lại cùng một suy luận như vậy trên bê mặt của Trái 
Dãi. Khi ta đứng ở ngoài trời, ở bắt cứ nơi nào trên hành 
tính này, chúng ta có thể đang tay hoặc vung gày theo 
chiếu ngang và không có bắt cứ rào chắn nao ngán cản 
chúng ta nối đài cơ thể của minh theo cách này. Khóng có 
biên, không có lễ. Nếu kết luận của Archytas đúng, Trái 
Đất sẽ kéo dài một cách vô tận ra tắt cả các hướng. Nhưng 
không. Trái Đắt là một mật cầu (Hoặc thậm chí nó có thể là 
một hình xuyến). Nói rằng vũ trụ không có biên khóng 
đồng nghĩa với việc nói rằng nó kéo đài một cách vô lận, 
cũng như vậy, nói rằng Trái Đất khòng có lễ không có 
nghia ta đang nói rằng nó kéo đài mãi mãi. 

Vũ trụ có thể kéo đài mãi mãi, nhưng điều này có vẻ 
rất không chắc chắn. Không gian và vật chất có liên hệ 


® Lắp luận trích dân trong sách Phụsšïcs của Simplicius, bản dịch 
tiếng Anh trong sách +{ JistorU öƒ Grepk Mlathemalfrs của T1., Heath, 2 
tặp (Oxford: Nhà xuất bản Clarendon, 1921). 


http://tieulun.hopto.org 


áo GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


mặt thiết. và sự khẳng định rằng có một lượng vật chat vỏ 
hạn trong vũ trự pây ra vẫn đề nghiêm trọng về mặt lí 
thuyẻt. Vũ trụ cũng có thể có một loại biên nào đó, nhưng 
lập luận theo cách này cũng piông như việc giả sử răng 
Trái Đất là một hình đĩa có một cạnh rìa mà tại đó ta có 
thể bị rơi rà ngoài. Một số ít các nhà khoa học mặc dù có 
kiến thức toán học văn tin tưởng giả thuyết này một cách 
nghiệm Lúc. 

Cũng như vỏ số hình đạng mà Irái Đất có thể có 
(mặt cầu, hình xuyên, lông liên thòng của hai hình xuyến, 
v.v.), vũ trụ cũng có the có nhiều hình đạng khác nhau. 
Nhiều vô kể. Không giống như trường họp của các bè 
mặt, chúng ta thậm chí thực sư không năm được một sự 
phân loại của tất cả các bình đang khả đi của vũ tru. 

Khi bàn vẻ kích lhước và hình dạng của vũ trụ, 
chúng ta ở đúng vao hoàn cảnh của Columbus năm 1492. 
Thời của Coìumbus không có bản đỏ hoàn chính cua Trái 
Đất, cũng như vậy, ngay nay ta cũng không có bản đỗ 
hoàn chỉnh của vũ trụ. Nêu chúng ta rời khoi Trái Đất 
trên mớt tau vũ trụ có tốc độ rất cao, tiên theo một hướng; 
có định (và hãy cần thận để không và vào cặc hãnh tính 
hay ngôi sao khac), sau một thời gian ràt dài, hẳu hết các 
nhà vũ trụ học và toán học đều tin rằng, chung ta sẽ trở 
lại gần với nơi mà chúng ta bắt đầu. Tắt nhiên, can đường 
phải đi là rất đài và tốc độ ánh sáng dường như đặt một 
giới hạn lớn hơn tốc độ mà chúng ta có thể đi chuyền vẻ 
mặt vật lí, nhưng phát biểu cho rằng đi ra ngoài Trái Đất 
theo một hướng không đổi sẽ làm ta quay trở lại điểm 


xuất phát cũng không quá vỏ nghĩa hoặc nghịch lí hơn so 
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với tuyển bớ của Erastosthenes, hay của John Mandevilie 
1700 năm sau, cho rằng việc đi bằng thuyền buổm về phía 
tây từ Iây Ban Nha sẽ đem chúng ta quay lại nơi bắt đâu. 
Và, cũng như thời của Columbus, hiện nay đang có nhiều 
ước khác nhau vẻ khoảng cách mà chúng ta phải đi trước 


khi quay trở vẻ. 


ĐA TẠP BẬC BA 


Vì không thể nhìn thấy không gian nào có số chiều 
nhiều hơn ba và không thể đi ra ngoài vũ trụ, chúng ta 
gặp rắc rối khi hình dung hình đạng cúa toàn bộ vũ trụ. 
Ở đây, vẫn để thậm chí còn phức tạp hơn nhiều so với 
trường hợp của các bể mặt, chúng ta cần phải lập luận 
chính xác về những gì mà chúng ta đang nói. Điều sẽ 
được phi nhớ từ chương trước nói rằng, đa tạp hai chiều 
là một đối tượng toán học chia sẻ các tính chất chủ đạo 
với bề mặt của Trái Đất. Cụ thể là tất cả các khu vực đều 
có thể được chiêu lên một mảnh giẫy. Vì vậy, nếu ta 
tưởng tượng mình là một vật thể rất nhỏ nằm tại một 
điểm bắt kì của đa tạp hai chiều, khu vực xung quanh ta 
sẽ có vẻ như kéo dài đến vô tận, làm ta tưởng như đang 
sống trên một mặt phẳng. Một mặt cảu và một hình 
xuyến là những ví dụ đặc biệt của đa tạp hai chiều, và 
chúng ta bàn về các hình đạng có thể của Trái Đất trong 
giới hạn của các đa tạp hai chiều khác nhau. Các đa tạp 
hai chiều là những đối tượng toán học mô phỏng các thể 
giới khả đi. 
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Đôi tượng toán học tượng ứng mỗ phỏng vũ trụ của 
chúng, La là một đu tại! hà chiều, hoặc một đa tạp bậc ba. Đo là 
một tập hợp mà trong đó mỗi điểm của nó thuộc về một 
khu vực có thể được chiếu lên những điểm nằm trong 
một bê cá hoặc một hộp giày trong suốt. Nói cách khác, 
các khu vực xung quanh một điểm bất kì tröng giáng như 
không gian chứ không phải là một mặt phẩng. Công như 
trước đây, chúng ta nói ràng một atlas là một tập hợp có 
tính hoạn chỉnh các bản đó, theo nghĩa, mỗi điểm bất kì 
trong một khu vực phải được bao phú bời một trong số 
các bản đỏ đó. Móốt da tạp bậc ba là một đối tượng được 
bao phủ bởi tất cả các bản đỗ trong một atlas. 

Trong số các đa tạp bậc ba, phần nào để hình dunẻ 
hơn cả là các đa tạp bạc ba hưu biên. Ví dụ như một quả 
bóng đặc: hãy nghĩ đến Trái Đất, bây giờ không, chỉ chứa 
mỗi bề mặt của nó, mà còn tất cả mọi thứ bẻn trong nó. 
Nếu một người ở bên trong Trái Đất, anh ta sẽ có thể vẽ 
bản đồ của tất cả các điểm xang quanh anh ta bằng cách 
cho tương ứng chúng với các điểm bén trang một bể cá. 
Biên chính là bề mặt, cụ thể là một mặt câu hai chiều. 
Tương tự, một hình xuyến đặc cũng là một đa tạp bậc ba 
hữu biên. Hãy nghĩ đến một chiếc bánh rán hoặc một 
chiếc nhẫn hình xuyên: biên một lẫn nữa lại là một đa lạp 
hai chiều, nhưng lần này là một hình xuyến. Nếu ai đó ở 
trong hình xuyễn đặc, không phải trên bề mặt, anh ta có 
thể vẽ bản đỏ các điềm xung quanh anh ta bằng cách cho 
tương ứng chúng với các điểm bên trong một bề cá. 

Nếu bạn có hai đa tạp bác ba hữu biên và biên của 
chúng (là các đa tạp hai chiều) đồng phải với nhan (ví 
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dụ, nếu my biến là một mặt cảu), thì ta có thế đính 
chúng với nhau đọc theo hai biên bằng cách đánh giá 
rằng các điểm tương ứng với nhan theo một phép đồng 
phối cụ thể giữa hai biên là giống nhau (các điểm 
khỏng năm trên cả hai biên giữ nguyên tình trạng khác 
nhau). tồi tượng toán học mới được tạo thành là một 
đa tạp bác ba hữu biên, bởi vì các điểm trên biên cũ 
không còn là điểm trên biên nữa. Tại một điểm trước 
đó năm trên biên, vùng bèn này thuộc về màt đã tạp, 
vùng bên kia thuộc vẻ đa tạp còn lại, và vị vày ta có thể 
đi từ bên này qua bên kia. Nói cách khác, tai một điểm 
trên biên cũ, khít vực xung quanh ta bây giờ đã được 
lấp đây bởi cặc điểm của một trong hai đa tạp, và ta co 
thể về bản độ cho số băng cách sử dụng một chiếc hộp 
giày đặc. 

Cũng như trường hợp của các bẻ mặt, hai đa tạp bác 
ba giống nhau cẻ mặt Fopo học nếu như tất các điểm của một 
đa tạp có thể được đặt trong một phép tượng ứng, mội- 
một mang, tịnh liên tục với tắt cả các điểm của một đa tạp 
khác (Xin nhớ rằng, lu Húc là một thuật ngữ chuyên 
ngành mô tả khái niệm các điểm gân nhau này tưởng ứng 
với các điểm gần nhau khác.”) Hai đa tạp bạc ba giống 
nhau vẻ mặt topo học còn được gọi là đồng pnhỏi, và phép 
cho tưởng ứng một-một, thiết lập sự giống nhau piữa 
chúng con được gọi là phép đồng phôi. 


— Nói một cách chuyên môn hơn, một tường ứng nuòt-một giữa hai 
đa tấp ba là /ên Hịc nếu lúc nào ta cùng bm ra được một tập hợp 
điểm tiến về một điểm trên một đa tạp tương, ưng Với một tân lợp 
điểm trên về mốt điểm trên da tạp kia. 
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Một đa tạp ba chiều được gọi là compac hoặc hữu han 
nêu nó có một atlas có số lượng hữu hạn các bản đô. Một 
không gian ba chiều tương tự như không gian Euchd 
kéo đài đến vô tận là một đa tạp ba chiều vỏ hạn. Đa tạp 
bậc ba hữu han đơn giản nhất là khối cầu ba chiều, hoặc 
khói câu bậc ba. 


KHỔI CẤU BẬC BA 


Hãy xem xét hai quả cầu đặc (Hình 16), Mỗi quả cảu 
có biên là môi mát cầu hai chiều và bao gòm khu vực bến 
trong. Bây giờ, tưởng lượng rằng hai quả càu được dán 
với nhau đọc theo bién của chúng. Nghĩa là, chúng ta 
tuyên bộ vàng hai điểm Lương ứng với nhau trên các mắt 
câu biên thưc ra hoan loàn giáng nhau. Chúng ta không 
thể một cách vật lí đán các mặt cầu biến với nhau trong 
không gian bà chiều, nhưng điều này không nghiêm 
trọng. Chúng ta vẫn có thể tưởng tượng một cách chính 
xác cuộc sông trong một vũ trự nhữ vậy sẽ có vẻ gì. Khú 
chúng ta đị hay nhìn xuyên qua mặt cầu văn trước đó là 
biển cửa một quả câu, rồi chúng ta tiếp tục đi sang bến 
phải đến quả cảu kia. Chúng tà sẽ không thầy một sự 
ngắt quảng nào cả. Điều này cũng giống ¿hư khí chúng 
ta đi ngang qua đường xích đạo trên Trái Đất hai chiếu 
của chúng ta, chúng ta có thể nhìn xuyên qua nuàt cách 
để đàng mà không có một đường thực sự nào ở đáy cả. 


" Không pian tượng tự như không gian Eulcid được gọi là không 
gian ba chiều Euelid hav đơn giản là không gian ba chiều. Định 


nghĩa chính xác hơn sẽ được đề cập trong Chương 7. 
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/ình /6. Nỗi các điểm tương ứng trên biên của từng quả cầu đặc cho ra một 
khối cầu bậc ba. 


Hãy nhớ răng, ở tại điểm bắt kì nào trong vũ trụ, ta 
cũng có thể đựng bản đỏ cho khu vực xung quanh ta 
bảng cách sử dụng phản bẽên trong của các chiếc hộp như 
đã nói ở trên. Ta có thẻ tư duy về cầu trúc này của vũ trụ 
theo một cách khác, đó là xem các quả cầu đặc như là các 
bản đỏ - điều mà ta đã làm ban đầu với những chiếc hộp- 
bạn đỏ, nhưng giờ đây những chiếc hộp giày trong suốt 
được thay thế bằng những quả cầu trong suốt. Hãy hình 
đụng rằng mỗi quả cầu là bản đỗ của một nửa vũ trụ. 
Nghĩa là, các thiên hà cũng như các nebulae được chiều 
vào trong môi quả bóng, nhưng mỗi nửa vũ trụ hoàn toàn 
khác nhau ngoại trừ các đối tượng nằm trên biên của quả 
câu tương ứng với nó. 

Chủ ÿ rằng một phép dựng tương tự đã được áp 
dụng đối với hai đĩa tròn (chúng bao gồm hai vòng tròn, 
trong không, gian hai chiều, và vùng bên trong vòng tròn 
đó) cho ta một mặt cầu hai chiều. Những chiếc đĩa nãy, 
theo cách đó, tạo thành hai nửa bán cầu trên mặt câu hai 
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chiêu (xem Hinh 17). Mật câu hai chiều này được tạo ra 
bằng cách đán các biên của hai chiếc đĩa này với nhau. Ở 
đây, chúng ta có một lợi thé: ta có thể tách những chiếc 
đĩa này ra khỏi mặt phẳng để tưởng tượng chúng trong 
khóng gian ba chiều nơi mà ta không gặp khó khăn gì 
trong việc hình dung sự hàn gắn này. 


-”. a _(€ 
«ẲẨv 


. 
s“ | . 


Hình 07 Gắn kết các vòng tròn biên của hai đĩa (hai chiều) cho ra một mặt 
cầu hai chiều. 





Ở trường hợp này cũng vậy, việc xem các hình đĩa này 
là các bản đỏ cũng có lợi ích của nó. Thật vậy, người ta 
thường biểu điển Trải Đất của chúng ta bằng cách dùng 
các hình đĩa có biến là các vòng tròn, chứ không dùng hai 
bán đỗ hình chữ nhật. Hình 18 nêu ví dụ của một cách 
biểu diễn như vậy trong đó một đĩa đại diện cho bán cầu 
có chứa châu Mi, và một đĩa khác biểu điển bản cầu đối 
điện bao gøỏm châu Ảu, châu Á, châu Phi, và châu Uc. 

Chúng ta gặp khó khăn hơn khi hình dung một cách 
toàn bộ khối cầu bậc ba bởi vì chúng ta thiểu mắt một 
chiêu nữa để theo chiều đó thoát ra bên ngoài khối cầu 
này. Trong trường hợp này của khối cầu bậc ba, các bán 
cảu không còn là những đĩa hai chiều có biên, mà là hai 
quả cầu đặc, có biến chung, và biên chung đó không, còn 
là một vòng tròn nữa, mà là một mặt cầu hai chiều. 
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Nổi 


Nối 





tình 16. Nỗi các điểm tương ứng trên biên của từng quả cầu đặc cho ra một 
khối cầu bậc ba. 


Hãy nhớ răng, ở tại điểm bất ki nào trong vù trụ, ta 
củng có thể đựng bản đỏ cho khu vực xung quanh ta 
băng cách sử dụng phẫn bên trong của các chiếc hộp như 
đã nói ở trên. Ta có thế tư duy về cầu trúc nảy của vũ trụ 
theo một cách khác, đó là xem các quả cảu đặc như là các 
bản đỏ - điều mà ta đã làm ban đầu với những chiếc hộp- 
bản đỏ, nhưng giờ đây những chiếc hộp giày trong suốt 
được thay thể bằng những quả cầu trong suốt. Hãy hình 
dung rằng mỗi quả cảu là bán đồ của một nửa vũ trụ. 
Nghĩa là, các thiên hà cũng như các nebulae được chiêu 
vào trong mỗi quả bóng, nhưng mỗi nửa vũ trụ hoàn toàn 
khác nhau ngoại trừ các đối tượng năm trên biên của quả 
câu tương ứng với nó. 

Chủ ý rằng một phép dựng tương tự đã được áp 
dụng đối với hai đĩa tròn (chúng bao gồm hai vòng tròn, 
trong không gian hai chiều, và vùng bẻn trong vòng tròn 
đó) cho ta một mặt cầu hai chiều. Những chiếc đĩa này, 


° © - ° D , ^ ˆ ® 1 * 
theo cách đó, tạo thành hai nửa bán câu trên mặt câu hai 


http://tieulun.hopto.org 


Hình dạng vũ trụ 73 





;ình /8. Bản đồ gồm hai bán cầu. 


Một số học giả đã lập luận một cách thuyết phục rằng 
vũ trụ tưởng tượng trong Thân khúc của nhà thơ, nhà văn 
vĩ đại người Ý Dante Alighieri (1261-1321) là một khối cầu 
bậc ba (tất nhiên là ông không gọi nó theo cách đó)." 
Trong khúc “Thiên đường” (Paradiso), ông treo lên từ địa 
ngục ở tâm của Trái Đất, tới bê mặt của Trái Đắt, xuyên 
qua các lớp vỏ hình câu đồng tâm nơi chứa các hành tỉnh 
khác, vượt xa vỏ cầu trên cùng có chứa các ngôi sao có 
định để tiền đến tẳng thiên đường thứ chín hay còn gọi là 
Primum Mobile. Trên đỉnh của Primmum Mobile, cùng với 
tình yêu của mình - Beatrice, öng nhìn xuống nửa vũ trụ 
mà ông đã vượt qua, và nhìn lên nửa vũ trụ của Thiên 


Đường - gồm các lớp vỏ hình câu đồng tâm mà trên đó các 


Xem thêm M. Peterson, "Dante and the 3-sphere," American ]owrnal 
0£ Phuysics 47 (1979); R_ Csserman, Poefrự öoƒ thể Linvrse (Garden City, 
NY: [Xsubleday, 1995), Klassische SHicke dẹr Aiathematik (Zũrich: Verlag 
Orell Fuselli. 1925), J. [. Callahan, "The Curvature of Space in a Finite 
Universe”, SctentHftrC Amerrcan 235 (August 1976). 
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thiên sứ, các tông thiên sư và các bậc thiên thân cao hơn 
nữa sinh sống. Mặt câu hai chiêu trên rìa cúa lớp vỏ hình 
cầu Primum Mobile là mặt cầu xích đạo mà từ đó ông và 
Beatrice quan sát toàn bộ vũ trụ. Trái Đất (và địa ngục ở 
trung tâm của Trái Đảt) năm ở một cực. Cực kia là lãnh địa 
của các Seraphim (các thiên thắn có phẩm hàm cao nhất, 


hoặc thân gắn nhất với Đức Chúa). 





/iinh /9 Dante và Bcatricc (giữa) nhìn chăm chú vào hai nửa của vũ trụ. Ở bền trái là 
một lát cắt hiển thị các vỏ hình cầu đồng tâm của Bán-vũ trụ nhìn thấy được: Hình 
cầu ngoài cùng là Primum Mobile (tại đó [Dante và nàng thơ của mình đang đứng). 
sau đó là vỏ cầu của các ngôi sao cố định, tiếp theo là vỏ cầu của sao Thổ, sao Mộc. 
sao Hỏa, Mặt Trời, sao Kim, sao Thủy, Mặt Trăng, và cuối cùng Trái Đất ở trung 
tâm. Bên phải là Thiên Giới, tức vũ trụ của thiên thẳn bao phủ bởi các vỏ cầu của 
thiên sứ. tổng thiên sứ, vương hầu, thế lực đức hạnh. quyền thống trị, vương quyền, 
tiểu cherabin. và hình cầu của các Seraphlm tại trung tâm 


° *. ˆ .- .x# - , Ỳ 
Trong Hình 19, mỏi bên biếu điền cho một quả cau 
đậc mà chúng tôi đả cắt ra một hình nón để chúng ta có 


thế nhìn vào bên trong. Trái Đất thuốc vẻ trung tâm của 
S h 
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quả câu bến trái và lãnh địa của các SecrapÏum ơ trung tâm 
của quả cầu bên phải. Gustav Doré đã vẽ một bức tranh 
đáng yêu möỗ tả Dante và Beatrice (Hình 20) đang nhìn 
lên phần vũ trụ thuộc vẻ Thiên đường, vơi lãnh địa của 
các Scraphim năm xa xa phía trung tâm. Thật không may, 
bức tranh đã không biếu điễn điều này một cách chính 
xác - thay vì các vỏ cau đồng tâm, Doré đã vẽ những vòng 
tròn các thiên thần. Sẽ đúng hơn nếu thay vào đó, chúng 
ta tưởng tượng Dante và Beatrice đang nhìn xung một 
óc mở hình nón hướng đến Thiên đường rực sáng, tức là 
trung tâm của hình cầu đặc mà họ đang nhìn vào, nêu 
chúng ta hiểu những vong tron các thiền thần là các cạnh 
tròn mà nhát cắt tạo ra khi xuyên qua các vỏ câu. Các vỏ 
cậu này tạo thành các lớp vỏ bạc bất đầu từ phía người 
chiếm ngưỡng kéo đài ra xa phía sau của trung tâm đang 
YtfC Sang, 

Khối cầu bậc ba là hữu hạn. Ta có thể dùng một số 
hữu han các bản đồ hình hộp để bao phủ tắt cả các khu 
vực trong hai quả câu đặc mà chúng ta đã đán biên với 
nhau (Tất nhiên, một số bản đỗ sẽ phải bao gảm một 
phần nào đó thuộc vẻ cả hai quả câu,), Hưn thẻ nữa, ta có 
thể có các khối câu bậc ba với đủ các kích cỡ khác nhau. 
Chúng ta có thẻ tùy ÿ thích định ra kích cỡ lớn hay nhỏ 


z M À ` ˆ ~ “ . Lết 
cho các quả cầu mà chúng ta đã găn biên với nhau. 
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Hình 20 Bức họa Dante và Beatr(ce đang ngắm nhìn bán cầu thiên đường. 


Cuối cùng - điều này đòi hỏi phải tính tế hơn mội 
chút để nhận ra: tật cả các vong lặp của một khỏi câu bậc 
ba có thẻ bị co rút thành một điểm. Để hiểu điều này, hãy 
tưởng tượng chúng ta đang sông trong một khối cầu bậc 
ba mà Fũnh 16 biểu diễn và thực hiện một chuyên khứ 
hồi, đồng thời kéo theo sợi dây câu trong suot hành trình 


Chăng hạn, ta có thê bắt đâu từ một điểm bắt kì nằm xa 


Hình đạng vũ trụ ?7 


phía trong qua càu bên trái, đi ra ngoài cho đến khi ta đến 
biền, sau đó vi vào quả câu bền phải, tiếp lục đi cho đén 
khi ta gặp biên bên kia của quả cầu này - điểm mà ta có 
thể từ đó bước sang qua câu bền trái để trở về điểm khởi 
hành bên quả cầu bên trái, và cuỗi cùng kéo sợi dây lại 
phía mình MNiặc đu ta đã cố định một đầu đảy vào điểm 
khởi hành, không gì co thể ngăn ta túm sợi đây lai, đồng 
thời tạo ra các vòng lặp mỗi lúc một nhỏ dẫn, và có cùng 
điểm đâu và điểm cuối - điểm ma ta xuất phát, cuối cùng, 
các vòng lặp này hoàn toàn nằm trong quả cầu bên trái và 
chúng ta có thể cứ tiếp túc kéo sợi dây về phía mình như 
thê cho đến khi nó có rút vào điểm khởi hành. Vì vày, 
khối cầu bạc ba, cũng đơn liên giỏng như mặt cầu hai 
chiều: tật cả các vòng lặp của nó có thể có rút thành một 
điểm. 


CÁC ĐA TẠP BẬC BA COMPAC KHÁC 


Càn có rất nhiều đa tạp bác bà compac khác ngoài khối 
câu bậc ba. Ví đụ, hãy xem xél một lớp vỏ cầu đặc được 
tạo nên bởi khu vực năm giữa hai quả cầu đồng tâm. Với 
tâm hồn àn uông, hãy nghĩ đến "thịt" của quả bơ: phần có 
thể ăn được nằm giữa liệt bơ ở bên trong và lớp vò bơ ở 
bên ngoại Đây là một đa tạp bậc ba hữu biên, với biên 
bao góm hai mặt cầu hai chiều. Néu chúng ta thử hình 
đưng ra việc đán mặt cầu bên trong với mặt cầu bên 
ngoài bằng cách kết hợp mọi điểm trên mật cảu bên trong 


z3 - + Ầ Ấ * - - Lì ^ - lê 
với điểm gân mo nhật năm trên mặt cầu bên ngoài (nöi 


http://tieulun.hopto.org 


78 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


cách khác, kết hợp mọi điểm trẻn mặt cầu - biển bên 
ngoài với điểm năm trên đường thẳng nói nó với tâm, 
trên mặt cảu biên trong), ta sẽ thu được một đa tạp bậc ba 
không có biên. 

Để hinh dung cuộc sóng trong một vũ trụ có hình 
đạng này, hãy tưởng tượng ta là những con người rất 
nhỏ bé trôi nối bên trong các vỏ câu cực lớn và là chủ thể 
của dự đoán sau đây: nếu ta đi từ trong ra ngoài, xuyên 
qua mặt cầu bặc hai bên ngoài, thi chúng ta sẽ không rời 
khỏi vỏ cầu, mà ngay lập tức quay trở lại thông qua mặt 
cầu bậc hai bên trong. Tất nhiên, chúng ta sẽ không thể 
nhìn thấy được gì bên ngoài vù trụ đó bởi vì mặt cầu - 
biên bên trong giờ đây cũng là mặt câu - biên bên ngoài 
(xem Hình 21). Chúng ta cũng không thể nhìn thấy 
những "biên" mặt cầu này: nhìn ra phía ngoài mặt cầu 
bên ngoài đồng nghĩa với việc nhìn vào phía trong mật 
cầu bên trong. Thực ra, các "biên" mặt cầu này là các đối 
tượng giả tưởng trong cầu trúc: dưới góc nhìn của một 
người sống trong đa tạp thì chúng không tồn tại. Ở bắt 
kì điểm nào, nếu nhìn ra xung quanh, chúng ta sẽ cảm 
thây như mình đang trôi nổi trong một khu vực của 
không gian ba chiêu Euclid, và thực ra một bản đỏ có thể 
biểu diễn khu vực xung quanh chúng ta. Mặc dù tập 
hợp này, rất lớn nhưng bởi vì nó không vô hạn, cho nên 
chúng ta có thể xây đựng được một atlas gồm một số 
lượng lớn và hữu hạn các bản đỗ có dạng hình hộp biểu 
điển mọi khu vực. 
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#f?n⁄ 2/. Kết nỗi từng điểm trên biên - mặt cầu bên trong với điểm tương ứng 
nằm trên cùng một đường thẳng nối tâm và nằm trên biên - mặt cầu bên ngoài 
sẽ cho ta một đa tạp-bậc ba-không biên 


Sự khác biệt giữa việc sông trong đa tạp này với việc 
sông trong khỏi câu bậc ba chỉ xuất hiện khi ta nhìn nhận 
sự việc một cách tổng thể. Nếu chúng ta, dọc theo một 
đường, thẳng xuyên tâm, đi ra ngoài, ta sẽ trở về nơi xuất 
phát. Như vậy, ta vừa thực hiện một vòng khép kín. Hãy 
tưởng tượng chúng ta để lại một sợi đây trong suốt quãng 
đường đã đi, thì chúng ta sẽ không có cách não để nhỏi 
nhét nó vào một điểm cả. Vòng đây này không thể co lại 
ngán hơn khoảng cách giữa hai mặt cầu hai chiều bên 
trong và bên ngoài ban đầu - trước khi chúng được đồng 
nhất hóa để tạo nên đa tạp này. Vì vậy, đa tạp này chắc 
chân phải khác với khói cảu bậc ba. 

Ở một số khía cạnh khác, đa tạp này cũng chia sẻ 
những, điểm chung với một khôi cầu bậc ba. Nó không 
chứa bức tường chắn nào cả, nhưng là hữu hạn. Đi theo 
bắt kì hướng nào, ta cũng trở lại gần nơi xuất phảt. Đó là 
một vũ trụ khả di. Ta có thể bác bỏ rằng đa tạp này không 
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thực sự tồn tại, bới vì chúng ta không thể kết nỗi một 
cách vật lí hai biên - mặt cảu bên trong và bền ngoài. 
Nhưng luận cứ này đã bo qua một điểm quan trọng: việc 
đùng trí tưởng tượng để kết nối hai biên - mặt câu bèn 
trong và bên ngoài chỉ là cách giúp chúng ta hình dung 
được đa tạp này. Đa tạp này là một đói tượng cơ bản, và 
chăng ai thắc mắc về sự tồn tại của đối tượng toán học 
này. Chúng ta không biết liệu đó có phải là hình đạng của 
vũ trụ chúng ta hay không. Cũng giáng như khối cầu bậc 
ba, đa tạp này Ïlä một hình dạng khả di của vũ trụ mà 
chúng ta đang sinh sống trong đó. 

Miọt ví dụ khác trong số các đa tạp bậc ba là một khói 
hình hộp chử nhật đặc (hay bế cá). Biên của nó gỏm sáu 
mặt, bao gồm ba cặp hình chữ nhật song song. Giả sử 
chúng ta kết nối hai mặt đối điện bằng cách xem hai điểm 
đối diện ở môi mặt là một điểm duy nhất. Nghĩa là, nêu 
chúng ta đi ra lr phía bên phải, chúng ta sẽ trở lại từ phía 
bên trái; ra ngoai qua nóc hộp sẽ quay lại từ phía đáy 
hộp; và ra ngoài qua mặt sau, sẽ trở về qua mặt Hước, 
Mặt lắn nữa, chúng.tôi phải nhấn mạnh rằng đa tạp mới 
tạo ra không có biên - nêu chúng ta bay vòng quanh đa 
tạp nảy, chúng ta sẽ không bao giờ chạm phải mọt bức 
tường chắn nào cả và cũng cháng bao giờ thoát ra khỏi 
nó. Điều này nghe có vẻ thái quá. Nhưng không. Trong 
chương trước, chúng ta đã thấy rằng, thật đễ dàng để 
tưởng tượng ra một thế giới mà bản đỗ của nó có đặc 
điểm là: các địa điểm xuất hiện trên lễ trái đồng nhất với 
các điểm nằm trên lề phải, và những điểm nằm trên lễ 
trên cùng đồng nhất với những điểm ở trên lẻ đưới cùng. 
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Một thế giới như vậy có hình dạng của một hình xuyến 
hai chiều. Đối tượng ba chiều tương đương được hình 
thành bằng cách kết nối các mặt đối điện của một khối 
hộp chữ nhật rắn được gọi là khối hình xuyến ba chiều, 
hoặc ngắn gọn hơn là khối xuyến bậc ba. 

Cách biểu điển hình xuyến hai chiều như là một hình 
chữ nhật với các mặt đối điện đính vào nhau đem lại cho 
chúng ta một phương thức để tr duy về hình xuyến bậc 
ba. Hay xem như là khối hình hộp chữ nhật đặc ban đâu 
được tạo nên từ vô số các tờ giấy hình chữ nhật đứng sát 
nhau từ trước ra sau. Nếu ta dán mặt trên của khối hình 
hộp đặc với mặt dưới, mặt phải với mặt trái, thì một cách 
tự động, lễ trên của mỗi tờ giấy dính với lễ đưới của ná, lề 
bẻn phải dính với lề bên trái. Nói cách khác, chúng ta tạo 
nên một vật rắn mới, bao gồm các “thớ” hình xuyến hai 
chiều chụựm vào nhau. Chúng ta có được một øỏ hìn]: xuyên: 
một vùng đặc nằm giữa hai hình xuyến hai chiều, hình này 
nằm trong hình kia, giống như ta thối phòng hình xuyên 
bên trong băng cách tăng dần bán kính vòng tròn. Biên bao 
gồm hai hình xuyến hai chiều (tương ứng với tờ giày ở mặt 
trước và tờ giáy ở phía sau của chồng piẫy). Hãy xem Hình 
22. Để có được một khối xuyên bậc ba, chúng ta kết nếi hai 
hình xuyên hai chiều - biên cỏa chiếc vỏ hình xuyến. Nếu 
chúng ta sống trong đa tạp như vậy, ta có thể trởng tượng 
bản thân mình đang sống trong một vỏ hình xuyên, mà ở 
đó hình xuyến bén ngoài cũng chính là hình xuyễn bên 
trong, vì vậy chúng ta không thể nhìn thấy chúng, và việc 
đi xuyên qua hình xuyến này sẽ đem ta trở lại bên trong 
thông qua hình xuyên kia. 
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/fình Z2 Khôi xuyên bậc ba được tạo ra bằng cách kết nếi các điểm tương ứng 
trên hình xuyến bên ngoài và bên trong của một vỏ hình xuyến. 


Đa tạp này cũng vậy, nó có các quỹ đạo khép kín 
không thể co rút thành một điểm. Thực vậy, nếu chúng ta 
bắt đầu từ một điểm ở giữa vỏ hình xuyến và đi thẳng ra 
hình xuyên bên ngoài, và do đó, quay trở lại vào trong 
thông qua hình xuyên bên trong, trở lại nơi mà chúng ta 
xuất phát. Hãy xem Hình 22. Chúng ta không thể co quỹ 
đạo này lại thành một điểm. Vĩ vậy, đa tạp này không thể 
đồng phôi với khôi cầu bậc ba nơi mà bắt kì vòng lập nào 
cũng có thể co rút thành một điểm. Nó cũng không đồng 
phôi với đa tạp mà chúng ta đã xây dựng bằng cách kết 


nỗi các biên bên trong và bên ngoài của một vó câu. * 


# Vẽ ra một đường đi trong vũ tru mà trên đó bạn luôn giữ khoảng 
cách bảng nhau so với hình xuyên bến trong và bén ngoài nhưng đi 
trên một vòng tròn vuông póc với trục của hai hình xuyên đồng 
tLảm. Vòng lập này sẽ cất ngang một vòng lặp không thể co rút 
thành một điểm. Hơn thẻ nứa, vòng lập này tự đo theo nghĩa nó có 


http://tieulun.hopto.org 


Hình đạng vũ trụ 83 


Một cach tiên lợi, ý tưởng cơ bản cho việc thực hiện 
một bản đã thế giới cũng được áp dụng; với vũ trụ. Hãy 
tưởng tượng ta đã lập bản đỏ của toàn bọ vũ trụ sao cho 
ta có hàng trăm chiếc hộp thủy tỉnh biểu điển các ngôi 
sao và các thiên hà trong các khu vực khác nhau của 
không gian. Chúng ta hoàn toàn có thê thay đổi tỉ lệ của 
chúng để sao cho chúng có cùng tỉ lệ và cò găng kết hợp 
cang nhiều càng tốt các hộp nay với nhau để tạo ra một 
khối bản đỏ lớn của vũ trụ. Nhưng cũng giống với 
trường hợp của thế giớu chúng ta gáp hạn chế ở việc 
khỏng thể kết nối các bề mặt nằm ở lễ bên này của một 
số những khối hộp này, với các bê mặt nằm ở lề bên kia 
cúa một số khói hộp. Nghĩa là, tương tự với việc chúng 
la không thể kết nối những điềm nằm trên các lẻ của 
bản đồ thẻ giới nêu chúng tà vẫn ở trong mặt phẳng hai 
chiều, chúng ta khỏng thể nào kết nối những bể mặt 
thuộc vẻ biên bên ngoài của bản đồ vũ trụ nên chúng ta 
vẫn ở bén trang không gian của chúng ta. Điều này khó 
có thể làm chúng ta mắt tỉnh thần Bởi vì mặt phẳng hai 
chiều và không gian ba chiều - kéo đài đến vô tận - của 
hình học sơ cấp củng là các đối tượng toán học không 
kém phản trừu tượng so với đa tạp mà chúng ta đang đề 
cập tới. 


thể được tao tiành chính xác từ vòng lập đầu tiên. Trên đa tap mà 
ta đựng lến bằng cách xác định biên bên trong và bên ngoài của vỏ 
cản, tạ không có hai vòng lập tự đo theo nghĩa này mà cả hai đều 
không thể có rứt thành mọt điểm. 
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Chúng ta dã thấy một vài ví dụ về đa tạp bậc ba compac: 
khối hình xuyến bậc ba, khối cầu bậc ba, và đa tạp mà ta 
có được bằng cách kết nồi các biên bên trong và bên ngoài 
của một vỏ câu Còn rất nhiều loại đa tạp bậc ba khác 
nữa, thậm chí la vò hạn. Số lượng các đa tạp hai chiều 
cũng là vô hạn, nhưng chúng, đèu đã được phân loại. Còn 
các đa tạp bậc ba thì Không. Các đa tạp bậc ba đa dạng 
hơn rất nhiễu va cùng chữa có a1 tiễn tới gản ẨƯỢC vJỆC 
phân loại toàn bộ chúng. Trí thông minh của côn người 
dường như là vô biên, và một phần lón đã được dùng để 
xây dựng các đa tạp bậc ba khác nhau. Chúng ta có thể 
xây dựng các đa tạp bậc ba bằng cách két nói các mặt đồi 
điện của các vật rắn thông thường theo những cách khác 
nhau. Với một đa tạp bác ba cho trước, ta có thế cắt một 
khối hình xuyến ra khỏi nó, và đán chúng trở lại với nhau 
theo một cách khác đẻ tạo ra một đa tạp bác ba mới, 
thường là khác với đa tập bậc ba ban đầu. Với hai đa tạp 
bậc ba cho trước, chúng ta có thể cắt một hình cầu đặc 
trên môi đa Lạp, rồi kết nói hai đa tạp hữu biên mới được 
tạo ra này lại bằng cách đồng nhất các điểm trén hai mặt 
cầu hai chiêu bao quanh hai hình cảu đặc mà chúng ta 
vừa loại bỏ. Bắt kì đa tạp bậc ba nào trong số này đều có 
thể là hình dạng khả đi của vũ trụ. Chúng ta bối rối hởi sự 
đa dạng của chúng. Có cách nào để chỉ ra ý nghĩa của tất 
cả chúng không? 

Hơn một thế kỉ qua, nhiều cá nhân đã công hiến cả 
đời cho công việc thúc đây hơn nữa sự hiếu biết của 


http://tieulun.hopto.org 


Hinh dạng vu trụ Đs 


chúng ta về cac đa tạp bậc ba. Nhưng, trớ trêu thay, chỉ 
riêng, một câu hỏi đơn giản nhất trong lĩnh vực này lại đã 
nằm ngoài tàm với của mọi cố găng tìm ra lời giải đáp, đó 
là: Trong sö tái cả những đa tạp bậc ba đó, liệu có đa tạp 
nào khác với khối cầu bậc ba nhưng cũng có chúng một 
tính chất là, tất cả mọi quý đạo khép kín trong nó đều có 
thế có rut thành một điểm? Nếu không có một đà tạp nào 
như vậy, ta có thể trả lời một cách chắc chắn cho câu hỏi 
liệu vũ trụ của chúng ta có đạng hình cầu bậc ba hay 
không, bằng cách sử dụng một atlas hoàn chỉnh để kiếm 
tra xem mỗi vòng lặp khép kín có thể co rút thành mội 
điểm hay không. Giả thuyết Doincaré khẳng định rằng 
không có đa tạp nào như vậy, Nói theo một cách khác lì 
thuyết hơn và cúng chính xác hơn, giả thuyết Poincaré 
khẳng định ráng, nêu có một đa tạp bậc ba compac mà ở 
đó, tất cả các quỹ đạa khép kín đều có thể co rút thành 
một điểm, thi đa tạp đó đồng, nHtắt về mặt topo học (nghĩa 
là đồng phôi) với khối cầu bạc ba. 

Đây chính là câu hỏi đon gián nhất mà chúng ta có 
the đặt ra cho hình đạng khả di của vũ trụ. Tuy nhiên, đó 
cũng, là mật càu hỏi đau đớn, và đối với một số 11J LỜI, fVỐ 
thậm chí là một nỗi ám ảnh: và cũng là nguyên nhân hủy 
hoại cả sự nghiệp của họ. Đây cũng là chủ đề đã thu hút 
đám đông tại MIT và Stony Brook. Đó củng là giả thuyết 
mà Perelman đã giải quyết. Và cũng là một giả thuyết 
được trao giải thưởng một triệu đô la. 
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Nếu vũ trụ của chúng ta hữu hạn và nó không có vách 
tường chăn nào cá, phái chàng điều này có nghĩa là nó 
phai bị bẻ hoặc uốn công bằng cách nào đó? Nói theo 
ngôn ngữ đã được sử đụng trong chương trước, phải 
chăng tất cà các da tạp bắc ba compac không biên đều bị 
bẻ cong xung quanh chính nó ha không? Có cách nào 
khác để chúng ta giái thích cho hiện tượng: nếu chúng ta 
xuất phát tử một điểm, đi mãi theo mội hương có định, 
chúng ta sẽ quay trở về chính điểm xuất phát đó? Bẻ mật 
Trái Đất là hai chiêu, theo nghĩa, ta có thẻ về bản đò mọi 
khu vực của nó trên một tờ gây phàng: - đồng ý - nhưng 
chăng phải là ta vẫn cần thêm một chiêu khác để có thể 
uốn công Lờ piấy đó hay sao? Và mót điều tương tự liệu 
có đúng vớt vũ trụ ba chiêu của chung ta khóng? Nếu 
như vũ trụ bị uốn cong - đù điều này có nghía là gì đi nữa 
- 1Ó sẽ cong về hướng nào? Nhưng nếu vũ trụ của chúng 
ta đã bao gồm tắt cả mọi vật vỏi thì liệu tôn tại hay không 
một Hàư gì đó khác, để theo đó, nó bị bé cong? Tư duy kĩ 


hơn vé điêu này, chúng ta sẽ phải tự piất thíc | “tôn 
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cong” có nghĩa là gi? Tất cả những câu hỏi trên có ý nghĩa 
gì không, hay chỉ là một trò chơi chữ với những thuật 
ngư không rõ rang? 

Tất cả những câu hỏi này đều mang nhiều ý nghĩa, 
và thực ra chẳng quan trọng với giả thuyết Poincaré và 
chứng minh của nó. Chúng cũng là minh họa cho lí do tại 
sao các nhà toán học cứ có chấp tuân theo sự chật chẽ 
tuyệt đói. Bắt cứ khi nào người ta trao đổi với nhau về 
vấn đẻ này, họ đếu gợi nhớ về những kinh nghiệm đã 
được chia sẻ và đúc kết sau rất nhiều năm. Chúng ta đều 
biết một cái lï không thể nào rơi xuống xuyên qua mặt 
bàn, con đường duy nhất để vào một căn nhà là qua cánh 
cửa của nó, và một người có thể thuận tay phải hoặc tay 
trái. Chúng ta biết thế nào là phải lòng một ai đó, thế nào 
là cảm nhận nỗi đau, và để giao tiếp chúng ta không cần 
phải định nghĩa cho rõ những điều trên. Các đối tượng 
toán học thì khác, chúng nằm ngoài các kinh nghiệm 
thông thường. Nếu ta không định nghĩa được chúng một 
cách rõ ràng, ta không thể sử dụng chúng một cách hiệu 
quả và không, thể trao đổi với người khác về chúng. 

Nghệ sĩ và các nhà nghiên cứu khoa học nhân văn 
thường quen với sự mơ hỗ và sự phức tạp. Các nhà toán 
học thì ngược lại, họ làm việc với nỗi ám ảnh của việc định 
nghĩa các thuật ngữ, với việc giản lược những ý nghĩa 
không liên quan. Sự cô chấp gần như đã hẳn sâu trong đầu 
họ về việc phải định nghĩa từng thuật ngữ một cách chặt 
chẽ, phải chứng minh từng khẳng định - suy cho cùng - 
đưa lại cho họ sự tự do để tưởng tượng và nói về những 
điều không tưởng. Hằu hết tất cả mọi người đều gặp một 
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vài trở ngại do toán học gây ra ở trường trung học, tât cả 
đều cho rằng toan học là môn học đòi hỏi sự tỉ mi và yêu 
câu tuân thủ các quy tắc nghiêm ngặt nhất, nhưng một số 
ít nhận ra rằng làm toàn học là công việc tự do nhất và đòi 
hòi trí tưởng tượng nhiều nhất trong tất cả hoạt động của 
con người. Sự chính xác tuyệt đối được trả công bằng sự tự 
đo mợ ước một cách đây ý nghĩa. 

Nhưng, sự chính xác tuyệt đối cũng có giá của nó. 
Thuật ngữ cần được đình nghĩa rõ ràng, các mệnh đề mặc 
đù rất rõ ràng cũng cân phải được chứng mính. Và những 
øì tưởng như rõ ràng lại cực kì khó chứng minh, đôi khi 
còn co thể sai nữa. Dường như chỉ có một vài ngoại lệ 
nhỏ, các chỉ tiết có thể là khó khăn chủ yếu, tiền bộ có thể 
cực kì hạn ché. Toán học là lĩnh vực duy nhất trong nỗ lực 
của nhân loại nơi mà con người biết điều gì đó với sự chắc 
chắn tuyệt đối, nhưng công việc của nó gian khổ và đài 
lâu như thể phải vượt qua đầm lây các định nghĩa và các 
công thức của nó thường chẳng chút nào thơ mộng trong 
cảm nhận của hầu hết tắt cả mọi người. Khòng có gì minh 
họa cho sự đối lập rõ rệt giữa chính xác và mơ mộng tốt 
hơn là tác phẩm Cø sở (Elements) của Euclid, khảo luận 
nổi tiếng về hình học và nó cần thiết cho câu chuyện mà 
ta đang hướng tới. 


KIỆT TÁC CØ$Z 


Tác phẩm Cơ sở của Euclid có nguồn gốc từ thời vua 
Ptolemy Soter (Ptolemy Đệ nhất) trị vì khoảng năm 300 
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TCN ở Alexandria. Ngay từ khi ra đời, nó đã gây một sự 
chân động. Cơ sở hệ thống hóa nên toán học đã được phát 
triển từ thời của Thales và Pythagoras đến thời của Plato 
và Archimedes. Nó miệu tả lại một thiên niên ki của nền 
toán học ở Babylon và Ai Cập, trong khuôn khổ rö rệt của 
trường phái Hi Lạp. 

Đăng buôn thay, chúng ta hắn như không biết gì về 
Euclid (khoảng 325 - 2o5 TCN).3 Chúng ta biệt về ông còn 
ít hơn là về Pythagoras, và kể cả một chút ít thông, tin ma 
chúng ta biết được về ông vẫn đang năm trong vòng 
tranh cãi của các học giả. Euclid đã viết ít nhất mười cuốn 
sách, chỉ một nữa trong số đó còn sói lại. Một số đâu hiệu 
củng chỉ ra rằng ông sống sau thời của Aristotle và trước 
thời của Archimedes,. Ông là một trong những nhà toán 
học đầu tiên làm việc tại Đại thư viện Alexandria, và ở đó 
một nhóm các nhà toàn học tài măng luôn tụ tập xung 
quanh ông. Có vô sö truyền thuyết về ông, rất nhiều 
trong só đó có nguồn gốc có thẻ không rõ ràng đến từ các 
công trình của các nhà toán học khác. Ai đỏ trng kể rằng 
một lần Ptolemy hỏi Euclhd vẻ cách lĩnh hội hình học 


nhanh chóng nhật và nhận được câu trả lời, Không có 


Xem I. Bulmcr-Thomas, "EucHhd”, trong C, C. Gilespie, có. 
Dịctionatr0 ðƒ Suentfie Biographv (New York Seribner, 1971) để có một 
lỎmy tắt hay vẻ cuộc đời và tác phẩm của Eueclid cùng với đẫn liệu. 
Xem thêm bài bío của J ] COfComnor và E. F. lobertsoas trên trang 
wcb của Đại học SE Andrews (www -history.ntcs.vtandrews ac k 
ZđMathematicians/Euclid him)). Trang web này chứa tiêu sử của nhiều 
nhà toan học và một số bài báo vẻ lịch sử toán học. Trang web này 
ngày càng chất lượng và mang tính học thuật hợt, và ngày nay đã 
trở thành một tư heu ràt hữu ích. 
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con đường dé vương nào dân đên hình học.ˆ Một người 
khác lại kẻ rằng có một học trò sau khí đọc mệnh đề đầu 
tiên trong cuôn Cơ so, đã hỏi Euclid nghiên cứu hình học 
có thê đem lại nhũng lợi ích gì. Nhà toan học lập tức quay 
sang người nô lệ và trả lời một cách xem thường, “hởi nỗ 
lệ, hãy đưa cho cậu bé này ba xu vì cậu la phải thu lợi từ 
những gì mà cậu ay đã học.” 

Cơ sơ gòm mười ba cuốn. Các cuốn từ 1 đến 6 nói về 
hình học phằng, từ 11 đến 13 về hình học của các khối 
rắn, và từ 7 đến 10 về lí thuyết số. Tất cả đều được bắt 
đầu từ các nguyên lí đầu tiên. Cuốn 1 bắt đầu với 23 định 
nghĩa, năm khái niệm chung, và năm tiên đề. Các định 
nghĩa nêu tên các đối tượng và khái niệm cơ bản mà 
Euclid đặt ra. Các khát siệm chung (common notion) là 
những quy tắc đã được mọi người chấp nhận về sự suy 
luận và vẻ các mối quan hệ mà ông đã tường minh hóa, 
Thần đề là những khẳng định về các đối tượng được giả sử 
là đúng mà không cần phải chứng mình. Ngày nay, 
chúng ta co thể xem các khái niệm chung cũng là tiên đề. 
Cac định nghĩa, các khái niệm chung, và các tiên đẻ là 
những điểm bất đầu cho các khẳng định xa hơn được gọi 
là uệu/r đề, được chứng minh bởi các quy tắc logic nghiêm 
gặt, Níệt mệnh đề đặc biệt quan trọng được gọi là một 
định 1, nốt mềnh đề được dùng để chứng minh một định 
lí được gọi là bổ đẻ, và một mệnh để được sinh ra một cách 
đề đàng từ một định lí được gọi là một hệ quả. Một chưng 
nh của một mệnh đề là tập luạint có trịnh tự, và mang 
tính chính xác mà mỗi khăng định của nó phải là một tiên 
để hoặc một mệnh đề đã được chứng minh trước đó, 
hoặc là hệ quả của chúng thông qua các quy tắc mang 
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tính tiêu chuẩn của logic. Một chứng minh bắt đầu bằng 
các tiền để và các mệnh đè đã biết, và kết thúc bằng kết 
luận rằng đó chính là điều phải chứng minh. 


Chẳng hạn, đây là một số định nghĩa trong cuÔn số 1.* 


œ 


1Ö 


PK 


Một điểm Và một đội tượng không thể chia nhỏ ra được. 


Một đường là mòt đỗi tương có chiều dài mà thiếu đi chiều 
rộng. 


Một góc phẩng là độ nghiêng giữa một đương đỗi với mốt 
đường khác, cắt nhau nhưng khỏng trùng nhau, vã năm 


trong cùng mt mặt phẳng, 


Và khí các đượng tạo nên mốt góc là thắng hàng, goc đó 


được go! Ìa góc bẹt. 


Khí một đường thẳng đưng lrên một đường thăng khác 
tạo thành hai góc kể nhau và bằng nhau, hai póc đó được 
gọt là hai góc ông, và hài đường thẳng đo được gọi là 


HỒN tóc với nhau... 
Các đường thẳng song sory là các đường thắng nằm trên 
cùng một mặt phãng kéo đầi đến vỡ tận về cả hai hướng, 


nhưng không gặp nhau ở bắt kì hướng nào. 


Dưới đầy là năm khái niệm chung, 


1. 


SÀ 


Các đói tương cùng bằng một đối tượng khác thì được 


gọi là bằng nhau, 


£ ' h Y 4 ĐT _ § 
Nêu các đỏa tượng băng nhau công vớt các dói tương 


— bằng nhau khác thì các tổng thu được sẻ là bằng nhau 


3 Phỏng theo từ bản dịch vĩ đại của T. L. Heath The Thưrteen Rooks öƒ 
EucHds Elememfs (NẴcWw York: Dovyer, 195€), 
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3. Nếu các đối tượng bằng nhau bị bớt đi các đối tượng 


bảng nhau khác thì các phản còn lại là bằng nhau. 


4. Các đối tượng trùng lặp với một đỗi tượng khác thi 


chúng bằng nhau. 


5, Tống luôn lớn hơn từng phân tử của nó. 
Và, sau đây là năm tiên đề. 


1. _ Qua hai điểm bắt kì, luôn vẽ được một đường thăng. 


lo 


Một đoạn thẳng có thể được tạo thành từ bất kì đường 
thẳng nào. 


3. Luôn về được một vòng tròn với tâm và bán kính bắt kì. 
4. TÁt cả các góc vuông đều bằng nhau. 


5... Nếu một đường thẳng cắt hai đường thẳng khác tạo ra 
các góc phứa trong ở cùng một nửa mặt phẳng nhỏ hơn 
hai góc vuông, hai đường thẳng đó nếu kéo dài ra vô tận, 
sẽ gặp nhau ở bên mặt phẳng nơi mà các góc phía trong 


nhỏ hơn hai góc vuông. 


Sau đó, Euclid tiếp tục suy luận tất cả các chân lí phổ 
biến của hình học phẳng bằng cách sử đụng các định 
nghĩa, các khái niệm chung, tiên để và các mệnh đề đã 
được thành lập trước đó. Ví đụ, mệnh đề 1 phát biểu rằng 
với bắt kì đoạn thăng nào, chúng ta đều có thể tạo ra một 
tam giác đều với một cạnh là đoạn thẳng đó. Mệnh đề 4 
nói rằng nếu hai cạnh của một tam giác và góc giữa 
chúng bằng hai cạnh và góc xen giữa của một tam giác 
khác thì hai tam giác đó bằng nhau. Hầu hết sách trung 
học thường gọi là tính chất cạnh-góc-canh. Mệnh đề 5 
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cho chúng ta biết hai góc đáy của một tam giác cân thì 
bằng nhau (định nghĩa cần đòi hỏi hai cạnh bằng nhau, ta 
phải chứng mình hai góc tạo bởi hai cạnh đó với cạnh thứ 
ba bảng nhau). Mệnh đề 32 nói rằng tổng 3 góc của mội 
tam giác bất kì bằng một góc bbẹt (180 độ), và mệnh đề 37 
để xuất công, thức tính điện tích tam giác. Mệnh đề 4Z là 
định lí Pythagoras: tổng diện tích của hai hình vuông 
đựng trên hai cạnh kè của một tam giác vuông bằng điện 
tích hình vuông dựng trên cạnh huyền của tam giác này, 
và mẻnh để 48 là một đảo đề của mệnh đề 47 (néu điện 
tích của hình vuông tạo bởi cạnh dài nhất của một tam 
giác bằng tổng điện tích của hai hình vuông tạo bởi các 
cạnh còn lại, thì góc đối điện vơi cạnh đài nhất phải là 
một góc vuông) ” Hai ngàn năm hình học được đúc kết 
chỉ trong mệt vài trang giấy! 

Trước thời của Euclid, cũng đã xuất hiện các vàn bản 


nhắn mạnh sự quan trọng của phương pháp suy luận. 


*““ Định h Pythagoras: Diện tích hình vuông chứa cạnh c phải bằng 
tổng diền tích hai hình vutông có chứa cạnh a và b. Hay tổng quát 
hơn, một tam giác có ba cạnh a, h và c, thì nó là tam giác vuông với 
gúc vuỏng giữa ä và b khi và chỉ khiz + #ˆ = c. 
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Nhưng Euchd đã biết sử dụng nó một cách đúng đán. 
Cách lưa chọn các tiên đẻ, cách sắp xếp các mệnh đè, tâm 
bao quái tuyệt đói và thông minh của tác phâm Cơ sở đã 
làm lư mờ các cuốn sách khác. Plato, Aristotle, và các nhà 
triết hục Hì Lạp khác đều hết sức quan tâm đến toán học, 
và trong suốt hai thế kỉ kể từ thời của Thales và 
Pvthagoras cho đến khú Đại thư viện Alexandra ra đời đã 
điển ra nhiều cuộc tranh luận vé hình học, trình tự suy 
luận, cũng như sự trao đổi học thuật về các nguyên tắc 
thích hợp đâu biển. Euclid hệ thống lại một số lượng rất 
lớn các chứng mính và các thảo luận rời rạc. Kết quả 
khám phá của hơn 200 năm hình học và lí thuyết số Hi 
Lạp, và 1500 năm trước đó của toán học Babylon, đã được 
ông tái hiện mạnh mẽ từ các nguyên tắc đầu tiên cơ bản 
nhát. Bắt đâu với một só ít mệnh đề đơn giản, tiến hành 
từng bước chắc chắn, Euclid thu được từ kết quả này đến 
kết quả khác với sự thấu đáo sáu sắc. Những kết quả 
được chắt lọc qua nhiên thời đại một cách khó khăn lại 
trở nên có vẻ như là hiển nhiên. 

Trong một nên văn hóa đề cao hình học và đang lúng 
túng trước các két quả dị biệt, một nền: vàn hóa đã để ra 
các nuyên tắc cơ bản về suy luận, sự xuất hiện của Cơ sở 
đã póp phần vào những năm đâu tiễn mang tính sáng tạo 
đột phá của Alexandria. Cac thiên tài toán học, mà sáng 
chói nhất có thể kể đến Archimedes (287-212 TCN) và 
Apollonius (262-190 TCN), đã tiền rát xa trong việc tìm ra 
các kết quả và lí thuyết toán học được xây dựng trên nền 
tảng của cuốn sách Cơ sở. Hai trăm năm tiếp theo, toán 
học và khoa học đã phát triển xa hơn nữa. Theodosius 
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(1á0-90 TCN) và Menelaus (khoảng 70-140 TCN) nghiên 
cứu hình học trên mặt cầu. Hipparchus (190-120 TCN) và 
Eratosthenes (279-194 TCN) đã nâng địa lí toán học và 
thiên văn học lên một tằm cao mới. Phần lớn các tác 
phẩm này đã bí thất lạc, hoặc đã đến với chúng ta dưới 
các hình thức gây khá khăn cho việc khẳng định được 
chính xác nội dung cụ thể mà các tác giả đã viết. 


SỰ CHẶT CHẼ VÀ TÁC PHẨM CØ Sở 


Bất kì tác phẩm nào có sự tr ý thức vẻ tính chặt chẽ như 
cuốn Cơ sở cũng gợi lên câu hỏi về mức độ của si nghiêm 
ngặt trong nội dung của nó. Trái với sự cứng nhắc của 
nhiều thế hệ giáo viên có thiện chí, Enclid sử đụng không 
chỉ các tiên đề và định nghĩa để lập luận. Ông còn ngằm 
sử dụng nhiều tính chất khác. 

Ví dụ, hãy xem mệnh đẻ 1, nó nói rằng với bắt kì ruột 
đoạn thắng cho trước nào, ta cũng có thể xảy dựng một 
tam giác đều có một cạnh là đoạn thẳng đá. Quá trình 
suy luận như sau: cho A và B là hai điểm ở hai đầu của 
đoạn thẳng, từ tiên để 3 chúng ta có thể vẽ một vòng tròn 
có tảm tại điểm A và bán kính AB. Dùng tiên đề 3 một lần 
nữa, ta vẽ một vòng tròn tại điểm B với cùng bán kính. 

Hai vòng tròn (xem Hình 23) này gặp nhau tại hai 
điểm. Chọn một. Gọi nó là C. Theo tiên để 1, chúng ta có 
thể vẽ tiếp hai đoạn thắng AC và BC (xem Hình 24). Tam 
giác có các cạnh AB, BC, AC phải là tam giác đều vì độ dài 
AB, BC, và AC bằng nhau (bởi vì chúng là các bán kính 
của các vòng tròn bằng nhau). 
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Thật tốt. Nhưng biện đề hay Eính chất nào nói răng 


hai vòng tròn có tâm tại À và B phải piao nhau? 


#?nh 2. Hai vòng tròn có cùng bán kính. 


Điều này không xuất phát từ các tiên để hoặc định 
nghĩa, và là một khoảng trống rõ ràng được nhận ra ngay 
từ đầu và được để cập đến trong rất nhiều bài chú giải 
cho tác phẩm Cơ sở. Nếu luật chơi là phải hoàn toàn rõ 
vàng về tất cả các giả định, và không có trường hợp nào 
ngoại lệ, điều g1 đã làm cho Euchd mặc nhiên thừa nhận 
rằng hai đường kẻ hoặc hai hình tròn cắt nhau phải có 
điểm chung? Chúng ta cần phải có thêm một số nguyên 
tắc nữa đóng vai trò trung gian nói rằng nếu một đường 
thắng hoặc một vòng tròn có chứa các điểm nằm ở phía 
bên kia một đường thăng hoặc một vòng tròn, thì cả hai 
phải có ít nhất một điểm chung. Còn nhiều lỗ hổng khác 
nữa. Nhiều chứng minh khác ngoài chứng mình của 
mệnh đề đầu tiên để lại nhiều lỗ hồng không được mong 
đợi. Hơn thế nữa, có một vài tiên đề không rõ ràng. Phải 
chăng tiên đề 2 có nghĩa là chúng ta có thể kéo đài một 
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đoạn thắng ra mãi mãi? I[av nó muốn nói rằng ta có thể 
cắt ngắn bất cứ đoạn thăng nào? Và nẻu nó mang ý nghĩa 
đầu tiên, ai đám bảo đảm rằng đường thẳng đó là duy 
nhất? Và ta nên xem xét các định nghĩa với tắm quan 
trọng như thế nào? Phải chăng chúng chỉ nhằm mục đích 
cung cấp hướng dẫn về một từ chưa được định nghĩa về 
mặt cơ bản (ngày nay, và có lẽ cả thời Euclid nữa, nghĩa là 
nhằm mục đích giải thích), hay chúng có nghĩa vụ phải 
hoàn toàn phân định các đối tượng được nêu tên? Nếu về 
sau là đúng thì cụm từ "đường thẳng có chiêu dài nhưng 
không có chiều rộng" có nghĩa là gì? 





/“fình 24. Xây dựng một hình tam giác đầu. 


Các nhà toán học và các học giả biết răng có những lỗ 
hồng trong cuốn sách của Euclid, và đã có rất nhiều cuộc 
thảo luận qua các thời đại về các tiên để thay thê hoặc các 
tiên để bổ sung khả đĩ. Nhưng điều đó không ảnh hưởng 
đến sự tôn kính đành cho người thầy vĩ đại của bao thể 
hệ, đến sự say mê đi vào lòng người nhờ hẻ thống đồ sô, 
khả năng tiếp cận và tính hữu dụng của chỗn sách Cơ sở - 
nó không ngưng được ca ngợi, tung hò như một tác 
phẩm tính tế nhất trong tr tưởng nhân loại. Tuy nhiên, 
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đối với một học sinh thản trong, cuôn Cø sở có thể cò vẻ ít 
hợp lí hơn là khó nắm bất. Sự cô chấp của quan điểm 
khãng định rằng cuỗn Cơ sở nay tuyệt nhiên không có sai 
sót, và là đỉnh cao của tư duy chặt chẽ đã khiến một số 
học sinh rời xa toán học. Người ta lo ngại về mức độ sợ 
hãi mang tính toán học mà sự mâu thuần này gây ra: mâu 
thuân giữa khăng định rằng những gì Euchd viết ra là 
đúng một cách hoàn hảo và trực giác của một vài sinh 
viên - mặc dù khó diễn đạt - cho rằng có một vài điểu 
trong số đó không hoàn toàn đứng. Nếu bạn chỉ là một kẻ 
nổi loạn bình thường, thì bạn sẽ đổ lỗi cho bản thân một 
cách để dàng và kết luận rằng toán học không nằm trong 
tam với của rmình. 

Một điều nữa cản lưu ý khi nói đến các kết quả toán 
học, đé là mặc dù với tất cả chúng ta, chúng là vĩnh cửu 
và nằm ngoài các nền văn minh nhân loại cụ thể, nhưng 
trong thực tế, chúng được truyền đạt và hiểu trong các 
bối cảnh xã hội và văn hóa nhất định. Ví dụ, một vài 
ngươi lập luận rằng người Hi Lạp đã sáng tạo ra chứng 
minh nhằm làm rô nghĩa các kết quả toán học của người 
Babylon và Ai Cập, mà không có sự thäm nhập vào bối 
cảnh mà trong đó các kết quả đó được sử dụng và khám 
phá.* Để sử dụng các kết quả đó - mặc dù điều này có vẻ 
mâu thuẫn - người Hi Lạp đã phải bằng nễ lực của riêng 
họ, tái phân loại chúng, tính toán và tái tạo các kết quả đó 
trong hệ thống của các thuật ngữ riêng của họ. Việc làm 
này đương nhiên là có vẻ hợp lí. Ngay cả trong cùng mội 


* Xem, J Grav, }deas oƑ Spacce: Euclidean, Non-Euclidemm, and 
RelaHuisiic (COxford, New York: Oxford University Press, 1979), 
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nên văn minh, mỗi thế hệ các nhà toán học đều giải thích 
lại và tái câu trúc các nên toán học của các thế hệ trước 
đó. Tìm hiểu toán học tức là tái tạo toán học. 

Nhưng sự mập mỡ còn len lỏi tới những cắp độ sâu 
hơn thẻ. Aloxandria của 2.300 năm trước là một nẻn văn 
hóa rất xa lạ với chủng ta. Mặc dù toán học và công nghệ 
trong thể kĩ đâu tiên rải tiến bộ, những một phần lớn của 
Yên y1 ĐỨC này đã bị thấi truyen, và chúng ta hàu như 
khóng biết gì về bội cảnh mà trong đó tác phâm Cơ sở 
được lao ra. Trong mọi cuốn sách gảy ra nhiều tranh luận 
ma một bản địch tuyết vời của nó từ Hẻng Y sang, tiếng 
Anh vưa mới ra đơn, Lucto Russo lập luận ráắng khoa học - 
theo nghĩa hiện dại của từ này - đã phát triển rực rỡ ở 
Alcxandria năm 300-150 TCN để rồi sau đó đã thất 
truyện.” Theo Russo, phân dành cho hình học của cuỗn 
€ơ sở là mót lí thuyết của sư tĩnh toán. Theo lập luận của 
ông, người Hi Lạp tính toan bằng cách, đầu tiên biến đổi 
đói tượng tính toan thành đói tượng hi học, sàn đó 
dựng các đổi tượng hình học thích hợp bằng thước kẻ và 
campa, và cuối cùng là đo đạc. Giỏng như bàn tính của 
vài thể Kí sau đó, thước kẻ và la bàn thời bây giờ cũng là 
các phượng tiên tính toàn, mã cườn Cơ sở đã chỉ cho ta 
cách sử dụng cũng như mục đích sử dụng chúng. 

Lập luận của lšuss0 có phản hơi ngược đời, và chắc 
chân sẽ gây nên một làn sóng chỉ trích gay gát. Nhưng sự 


tôn tại hiên nhiên của các lễ hồng trong chứng mính của 


>“ L. Rưsso, Tí ToigoHen Recohiton: Tloit Sclence tegš born mì 300 BC 
am} WVhụ I† Hai to Be Ñebon, trans, Sifvio Levy (New York: Springcy, 
2003). 
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mẻn]h để 1 đã củng cỗ giả thuyết của Russo cho rằng 
=Hchd đã tạo ra một mô hình toàn học cho những gi mà 
một nguồi có thể vẽ ra bằng thước kẻ và compa trên một 
mảnh giấy đa, chư không phải nhằm vào một sự rõ ràng 
tuyệt đói, Tiên để đầu tiên cho rằng chúng ta có thể vẽ mội 
đường thắng giữa hai điểm bát kì, và bến đè thứ hai nới la 
có thể kéo đài một dường thẳng đến vô tận. Tóm lai, tắt cả 
những tiên đề này chỉ điển giải việc ta đang có mọi cái 
thước kẻ, mà ta có thể bỏ qua nhữug rắc rồi phát sinh đo 
độ đài quá ngắn của cái thước đó. Tiên đẻ thứ ba khẳng 
định 1a có thể đựng niột vòng tròn với tâm và kích thước 
bất kì - ngụ ý nói rằng tà đang có trong tay một “compa lí 
tướng” ma ta có thể giả định lớn nhỏ tùy thích. Ta có thể 
tưởng tượng Euclid đã muốn nói rằng chúng la có thể 
khám ph tất cả khả nâng mà tả có thể làm được với một 
cái thước kẻ và compa mà không cần quan tâm đến giới 
hạn vạt li của chúng. Có thể ông không bao miờ thừa nhận 
rằng các đường thẳng và vòng tròn vẽ bằng thước kẻ và 
compa cắt nhàn tại một điểm nếu chúng giao nhau. Điều 
này đường như là hoàn toan hiển nhiễn nêu trong tâm trí 
ông đã xuất hiện các đối tượng vạt lí lí hướng. 

Sự hợt› lí trong lập luận của lšussšo có lẻ đã đạy cho 
chúng ta sự khiêm nhương. Chúng ta không biết mục 
đích của cuốn sách hoặc đối tượng độc giả mà cuốn sách 
hướng đến. Nhưng quan niệm của nhiều người cho rằng 
đó là một cuốn sạch giáo khoa cho học sinh có thê không 
chính xác. Chỉ cần đọc so qua tác phám Cơ sở, ta cũng 
nhận rà rằng nó viết cho người lớn chư không phải cho 


trẻ em. GIả thuyết cho răng đó là một cuiôn sách dành cho 
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các học sinh của ILhư viện Alexandria cũng chỉ đơn gian là 
một giả thuyêt không hơn. 


SỰ TRƯỜNG TỒN CỦA CUỐN CØ Sở 


Bài chặắp những thiểu sot của cuồn Cơ sơ, bắt kì ai đọc nó 
đều nảy sinh niềm ngưỡng mộ chân thành trước sự khéo 
léo trong cách truyền đạt cac chứng mình. Sự phát triển 
không ngìmg - đi từ các khái niệm đơn giản nhất đến các 
mệnh đé tỉnh tẻ, sầu sắc, và đẹp đẽ - đả munh chứng cho 
hiện quả của khả nàng suy luận của con người. Nhìn lại từ 
vị trí thuận lợi của ngày höm nay, La dễ dãng thưa nhận sự 
trường tỒn của chÓn CƠ sơ, cũng thư gia có những sự hợp 
lí hóa nhằm giải thích sự tỏn tại của cuốn sách. Như ta 
thương nói, bắt cứ điệu gì tốt cũng sóng mãi. Chúng ta tự 
nhủ rằng những cuấn sách cố thực sự hay chính là những 
cuốn còn lại đên n1àv này. Theo như cầu nói cũ Imrem này 
thì một cuôn sách càng gia trị bao nhiều nó càng có nhiều 
khả nàng được sao đi chep lại bày nhiều. Cũng chính vì 
thẻ mà nó cũng có nhiều khả năng đã được dịch SaI\E tiếng 
Arập và lưu truyên theo cách này, ngày cá khủ bản thảo 
tiêng Hi Lạp đã bị mắt, Một niềm hí vọng tốt đẹp như vậy 
làm yên lòng mọi người, tuy nhiên quá nhiều quyển sách 
vĩ đại đã bị thất truyền. Mặc dù Euclid là nhà hình học nồi 
tiếng nhất của thời cổ đại, một nửa trong số các tác phẩm 
của ông đã bị thắt lạc.” 


* Các cuốn La, On Dfoision, Optics và Phaehomena vẫn còn nhưng 
SM1fdce Lục, Dotrs01s, CoHIcs, Book oƒ Fallncles và VlcmenFs öoƒ Mustcs Vì 
đã thât lạc. 
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Sự thìra nhân một cách vô tư rằng bất cứ cuốn sách 
nào hay như cuỗn Cơ sở đều trường tôn, sê làm giảm bớt 
tính h Kì trong sự lưu truyện của tác phẩm này. Tác phẩm 
Cơ số vàn được lưu truyền ngay cả khi nguồn năng hrợng 
sáng lạo và chải Iượng của nên học thuật tại Alexandira 
dần giảm sút (thực tế nav tồn tại khá lâu trước khi Julius 
Caesar đốt cảng Alexandria năm 37 TCN). Cuốn sách đã 
tồn tại qua giải đoạn cuồi cùng của Alexandria với vai trò 
là trung tâm học thuật, và sau đó là một cuộc hủy điệt đại 
thư viện đánh dấu băng vụ thảm sát tàn bạa nhà nữ toán 
học theo trường phái Plato, Hypatia (470-415) tháng 3 
năm 415. Bị đe dọa bởi uy tín và quyền năng của các bài 
giảng của cô, một đám đồng Thiên Chúa giáo điên cuồng 
đã lệt truỒng và tước đa cỏ cho đến chết hòng xóa bỏ uy 
quyền, vẻ đep, và trí thức của cô. lio đã khóng thành 
CÔN. Ấn bản cuốn Cơ sở mà cô đã soạn cùng cha mình, 
Theon (335 - khoảng 40ã) đã trở thành ấn bản chuẩn mục 
sau cái chết của cô. Đó là phần chủ yếu của những gì mà 
Caliph al-Mansur (212-775, trị vì 754-724) thu được từ 
Hoàng để Byzantine, và sau đó một địch giả lớn ngươi 
Arập, al-Hajjaj (khoảng 786-833) đã dịch nó những hài 
lần.” Các học giả Arâp, cũng giỗng như người Hi Lạp, đã 
bị mê hoặc bởi cuốn Cø sở, đo đó nó được địch, sao chép, 
biên tắp lại hàng trăm lần tại các trưng tâm học thuật lớn 
của Arập. Vô sỐ những chú thích, tôm lược, giải trình, và 
các bản dịch mới dã ra đơi. 


>“ Ca hai bản địch đã được sửa lại, đẳng thời có các bản địch khác 
xuất hiện, na chỉ có bản địch thứ hàn - được biên tập và sửa lai 
phản lớn bơi al<Naytrzr - lầ vẫn còn tồn tại đưới dạng bán thảo tại 
Leiden, Hà Lan. 
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Hàng trăm năm sau, cuốn Cơ sở và một SỐ công trình 
của Aristotle là những công trình Hi Lạp cô đại đầu tiên 
được dịch lại từ tiếng Arập sang Lễng Lan. Gherard xứ 
Cremona (1114-1187) dường như đã thực hiện bản dịch 
đầu tiên như thế. Johannes Campanus, một giáo sĩ của 
Ciáo hoàng Urban TV (1261-1281) sau đó đã dịch lại nó. Sự 
tràn ngập cúa những bản dịch các cuốn sách cổ điển do 
Ghherard và những người khác khởi xướng trùng hợp với 
sự xuất hiện gản như tự phát của các trường đại học lâu 
đời nhất của chúng ta tại Bologna, Paris, Oxford, 
Cambridge, Salamanca, và các nơi khác ở châu Âu. Thực 
chất Euclid là trung tâm của các trường đại học của chúng, 
ta." 

Cuốn Cơ sở là tác phẩm khoa học được phát hành 
đầu tiên sau khi ngành in ấn ra đời vào giữa thế kỉ 15.*' 
Các ân bản khác nhau của nó là những cuốn sách bán 
chạy nhất trong thời Phục hưng châu Âu. Nó được thừa 
nhận rộng rãi là cuốn sách được đọc nhiều thứ hai trong 
tịch sử loài người.” Tuy nhiên, nếu bạn biết rằng nó đã 


được dịch sang tiếng Trung Quốc năm 1607 và đã thâm 


P Xem thêm tại C.H, Haskins, The Rise ðƒ/ LDieersifes (reprinted 
Ithaca, NY: Cornell Lhìiversitv Dress, 1957). 

!' Công nghệ in ấn thường được cho lÀ được phát minh bởi 
Joehannes Gutenberg vào năm 13455, Câu chuyện thực té còn phức 
tạp hơn nhiều, Xem thêm Adrian Johns, Thẻ Nahưc of thẻ Book: Piiml 
and KnoiHledeg 0 thẻ ÀA1aEmy (Chicapo: Chiversity of Chicago Press, 
1998), 

= Xem trích đoạn trong van Der Waerden, Hích dẫn bởi bài báo của 
[.J. COComnor và E. E. Robertson trên website (www-Ìiistory.macs.St- 
andrews.ac.uk/MlathernaticuansZEuclid.htm]). 


http://tieulun.hopto.org 


Hình hoc EDclid (OS 


nhạp vào cac tiêu lục địa Án Đó vào thẻ kí mười, thì có 
thể no chính là cuốn sách được đọc nhiều nhất qua mọi 
thời đại. Thật ấn tượng khi các đối thủ cạnh tranh duy 
nhất của nó là Kinh Thánh và Kinh Coran. 

Sự phỏ biến của cuốn Cơ sở qua thời gian cho thấy 
rằng cuôn sách này hắn phải đáp ứng một nhu cầu thiết 
véu nào đó của con người. Nhiều người đã ca ngợi những 
kết quả bố ích mà việc tìm kiếm tác phẩm này đem lại cho 
quá trinh phát triển khả năng lí luận của con người. Đó là 
cuồn sách gối đâu giường của Abraham Lincoln trong 
những ngày ông họp Quốc hội?” Thomas Jefferson 
khuyên một người đàn ông trẻ tuổi và có tỉnh thần học 
hỏi rằng việc nghiên cứu các kết quả trong cuốn Cơ sở sẽ 
tát hừu ích cho việc đọc những cuỗn sách sau này.!! 
Thậm chị nhiều người khác đã lí luận rằng cuốn sách của 
Euclid đặc biệt hữu ích cho các thiếu nữ. Ngay từ năm 
1858, Mount Ilolyoke Collepe, trường đại học đành cho 
phụ nữ lâu đời nhất của nước MI, đã yêu cầu sinh viên 
phải có và nghiền ngẫm sách Euclid do Simson hoặc 
Plavfair biên soạn.” 


3 Abraham Linecoln (1809-1865): Tỏng thông thứ 16 của nước MỊ, 
người dã đưa nước Mi thoát khỏi cuc nội chiến Bắc-Nan: ND). 

8 Thomas Jefferson (1743-1826): Tổng thông, thứ 3 của nước Mi, tác 
giả chính của bản Tuyên ngôn Độc lập (NI). 

* CẢ Simson và Playfair dều là người ScoHand. Robert Simson 
(1687-1768) trở thành Giáo sư trường 2i bọc GlastoWw năm 17109), 
đã soạn lại cuón Cơ sở bao gồm Chương 1-6, L1 và 12, được tái bản 
70 lần với bản đâu tiên bằng tiếng Latin và cac bản sau đó bằng 
tiếng Anh. John Playfair (1748-1819), Giáo sư toán va sàn này là 
Giáo sư triết học tự nhiên tại Đại hoc ldinbureh, xuất bản phiẩn 
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Mặc dù tác phẩm Cơ sơ được lưu truyền và trở nén 
rát phổ biến, nhưng chúng ta vẫn chẳng, có một ý tưởng 
gì vẻ bản gốc cả. Đây là tình trạng chung cho bất kì cuỏn 
sách nào xuất bản thời đó. Trước khi người ta phát mính 
công nghệ in ấn, các cuón sách được chép tay từ người 
này sang người khác, do đó sai sót cũng tăng lên theo 
từng bản. Đặc biệt là đối với một cuỗn sách được sao chép 
quá rộng rãi như cuốn Cơ sö. Sự phức tạp trong việc lưu 
truyền từ thời đá cho đến ngày nay của cuốn Cơ sở vượt 
xã bất kì cuỗn sách cổ nào khác.'° Hãng ngàn học giả và 
wiÄảo viên đã nghiên cứu, chú thích cuỗn sách một cách 
cần thạn, động thời sao chép lại theo những cách mà họ 
cho là dễ hiểu hơn. Có vô số phien bản, chú thích, và bản 
địch khác nhau. Bán địch tiếng Arập cho bản viết bằng 
tiếng Hi Lạp đã bị thất lạc cũng giống như chính bản viết 
tay hẻng Hi Lap đó. 

Trong một thời pian đài, bản chuẩn tiếng Arập 
thường được cho là lâu đời hơn các bản tiếng Hi Tạp còn 
tồn tại. Tuy nhiên, năm 1808, Francois Peyrard lập luận 
tăng một bản chép tay béng Hi Lạp của tác phẩm Cơ sở tại 
Thu viện VatHcan mà Napoleon đã giành được và dem về 
Paris còn cỗ hựn cả bản tiếng Arập. Bằng chứng quan 
trong là một nhận xet mà Theoön đã đưa ra khi chủ giải tác 


bản bằng, hệng Anh bán rất chạy của cuốn C7 sở trong đó ông sử 
dụng các ký hiệu đại số để đơn giản hóa các l¡ị luận. 
® Xem thém J. Murdoch "Euchd: Transmissonx of the Elements," 
trong L)icWonmar 0ƒ Scirntrhir Bioeraphi, cá. C. C. Glespie (New York: 
Ề ^. - - L- ˆ . ^ ˆ kệ ~ 
Scnlhnter, 1971). Bài tham luận này bạo gôm một biểu đô mỗ tả các 
- + . £ =, , Nợ F4 - 
phiến bàn khác nhau của cuồn Co số trong thời Trung cô. Bạn củng 
có thê tham khao thêm ghí chủ trong bản ótch Hếng, Ánh của Heath. 
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phẩm A/magest của Ptolemy, theo đó, ông đã đưa thêm 
một số dữ liệu vào mệnh đề cuối cùng, trong cuỏn b của 
cuốn Cơ sở. Bản thảo của Vatican không có phụ lục này. 
Peyrard đã tiễn hành chỉnh sửa bản Hẻng Hi Lạp mà tác 
ø1ả của nó sau đó đã được phân định (được biến soạn bời 
Simon Crynacus (Basel, 1533)). 

Năm 1883-1884, học giả Đan Mạch |, L. Heiherg phát 
hành một bản khôi phục rất uyên bác, khởi nguôn từ bản 
gốc tiếng Hi Lạp dựa trên bản chép tay của Valican và các 
bản thảo khác. Không ai thắc mắc rằng liệu công, trình của 
Heiberg có sát với bản gốc hơn bản của Theon và Tlvpatia 
hay không, và đó là bản mà hầu hết các học giả ngày nay 
sử dụng. Nó là cơ sở cho bản dịch tiếng Anh chuẩn mực 
mà Heath biên soạn năm 1908. Ngoại trừ sự uvên bác vì 
đại của Hleiberg, ta không biết bản thảo của Vatican lâu 
đời hơn chừng nào so với Bạn C7 sở của Theon Và 
HypaHa. Bản của Theon và Hvpatia xuất hiện 700 năm 
sau bộ sách Cơ sở của Euchd. Bản của Vatican có thể đã 
xuát hiện vài trăm năm trước phụ bản của cha con Theon, 
và do đỏ cũng có thẻ đã hấp thu biến cải của hàng thế kỉ. 
Chúng ta ai cũng hiểu rằng, bản khôi phục của Heiberg 
có thể rất khác bản góc của Euclid. 

Yếu tố gây cảm hứng nhiều nhất của tác phẩm Cơ sở 
không phải là sự thiêng liêng mà là tính bất ngờ của nó. 
Câu chữ của nó không phải là vẫn đẻ, - thậm chí còn có 
vẻ ngược lại - không phải là lí do thực sự khiến cuốn sách 
trường tồn. Điều quan trọng chính là sự kì lạ mà hình học 
đem lại, sự sẵn lòng đặt câu hỏi nghi vẫn về kiến thức đã 


được truyền thụ, và cách mà nền trị thức nhân loại được 
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xây đựng dựa trên công trình của nhiều người. Hậu như 
mỗi từ và mỗi đòng của tác phẩm Cơ sở đã nhận được sự 
quan tầm rộng rải tư hàng nghĩn nhà bình luận. Người ta 
đề xuất các cách diễn đạt thay thể hay đưa ra các chứng 
mình khác nhau. Các định lí được biết đến ở nhiều nơi 
khác nhau trên thế giới trong các tên gọi khác nhau. 
Mệnh đẻ 5 được biết đến ở Anh như pØ%S ø15/1ðrt-cầu 
con lừa. Mệnh đề 47, ngày nay gọi là định lí Pythagoras, 
một thời được gọi là định lí đám cưới hoặc định lí cô dâu.*”* 
Chú thích đây đủ nhất còn lại từ thời cô đại là của Proclus 
ở Rome (410-485). Ông có thể đã có lần lượt trong tay 
không ít hơn bến bản chú thích quan trọng, nhưng tẤt cả 
đều đã thất lạc ngoại trừ một số đoạn nhỏ - điều này càng 
nhân mạnh sự mong manh của các công trình cá nhân.” 
Bộ sách Co sơ là một chủ để thường trực và chủ đạo trong 
sự mưu câu tiên bộ của nhân loại, cho sự phụ thuộc lẫn 
nhau của con người, và cho sự không chắc chắn cúa 
thành tựu cá nhân. Đé hướng đèn giả thuyết Poincaré, 
những ø quan trọng nhất trong bộ sách Cơ sử với chúng 
ta là tiên đề thứ 5 và cách mà nó đem lại cho chúng ta sư 
hiểu biết hiện thời vẻ không gian. 


Xem “"Excursus TL Popular Names for Euchdean roposiHons”, 


trong án bản thư bát bản địch của T. LL Heath, 

# Định lí Pythagoras được gót lạ “định lí dám cưới” hoặc “định h cô 
dâu”, hay “định lí phế cô đầu ` bơi hình vẽ mình họa định lí nay lẠo 
thành một hình giống như tâm khăn phú ghế của cỗ dâu bong 
đám cươi rất phố biến ở châu Âu ngày xưa và ngày nay vẫn còn 
được mỗt số nơi sử dụng (NĐ). 

# Đó là những chú thícÌ\ của Geminus xứ Rhodes (10-60), E[eron 
(khoảng 10-75) và Dappus (khoảng 290-350) xứ Alexanilna, và 
Porphvry Malchus (235-309). 
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Việc lĩnh hội được ý nghĩa của không gian uỏn cong là then 
chốt trong chứng minh giả thuyết Poincarẻ của Perclman. 
Để hiệu được tính cong thì lại đòi hỏi phải hiển được một 
cách tuyệt đối rõ ràng ý nghĩa của tính tháng và tính phẳng. 
Để đạt được mục đích này, không những ta cần bộ sách Cơ 
sở của Euclid mà còn cản đến những kiến giải phức tạp hơn 
vẻ tác phẩm này được phát triển trong suốt hai thiên niên kỉ 
qua. Nói một cách chính xác hơn, các khái niệm có vẻ như 
đơm giản của tính thẳng và tính phăng đồi hỏi ta phải làm 
sáng tỏ những ân ý khó hiểu trong nên đề thứ 5 thuộc 
chương đầu tiên trong kiệt tác của Enclid. 


TIÊN ĐỀ THỨ 5 


Ngay từ những câu chữ đâu tiên, tiên đẻ thứ 5 của Euclid 
đã làm ta bôi rối: 


Nếu mội đương tháng cắt hai đường thẳng sao cho tống 


các góc trong ở cùng một phía nhỏ hơn hai gốc vuông, và 
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nêu hai đường, thăng đó là võ hạn thì chúng sẽ gặp nhau 


ở phía các góc trong có tông nhỏ hơn hai óc vuông đó. 


Năm tiên để đầu tiên đã được chép lại trong Chương 4. 
Bến tiên đẻ đầu tiên, mỗi tiên để chỉ cân ít hơn một đồng 
để phát biểu, Nhưng tiên đề thứ 5 thì không như vặv. 
Euclid có lẽ đã suy nghĩ rất lâu và ki hrỡng trước khi thêm 
nó vào trong danh mục của mình, và chắc là ông cũng 
không thực sự hài lòng. Ông hoàn sử đụng nó càng lâu 
càng tốt (cho đến mệnh đẻ 23), đương nhiên là với một lí 
do chính đáng. Từ khi ra đời, nó đã bị công kích bởi vì 
quá phức tạp. Các tiên để khác mạch lạc, hiển nhiên và có 
thể phát biểu một cách để đàng. Tiên đề thứ 5 thì ngược 
lại. Khó chịu. Bạn cần phải đọc đi đọc lại vài lần thì mới 


2 2 ... Z LÃ Z. ` 
có the hiểu nó muốn nói 8ì. 


hồnh 25. Rồi vì tống các góc A. B nhỏ hơn (80 độ, hai đường thẳng cất đường 
thẳng đứng sẽ phải gặp nhau tại một điểm ở phía bên phải so với đường thẳng 


+ 


đứng. 
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ĐÐé điển đạt nộ lại bằng những thuật ngữ quen 
thuốc, cân nhớ rằng, một vong quay hoàn chỉnh, theo 
quy ước, gồm 340 độ. Một phân tư vòng quay, hay một 
góc vuông là 90 độ, và hai góc vuông, tạo ra một nửa 
vòng quay 180 độ. Tiên đẻ thứ 5 nói rằng nếu ta cho 
trước một dường thăng có định - mà ta có thể giả định là 
nó thẳng đứng - sau đo đưa ra hai đường thẳng khác cắt 
đường, thẳng đứng kia sao cho tổng các góc trong (góc A 
và góc B trong Hth ^5) cùng ở bên phải nhỏ hơn 180 
độ, thì hai đường thăng này se phải cắt nhau tại một 
điểm ở phía bên phải. 

“Đày không phải là tiên để, mà lä mọt định lữ, 
Proclus đã phần nàn như vậy và ông tìm cách chứng 
minh nó. Thất bại, ông thuật lại những nỗ lực đi tìm một 
lời giải đáp của nhà địa lí vĩ đại Ptolemy. Ptolemy đã viết 
một cuốn sach thử chứng minh tiên đẻ thứ 5 nhưng 
cuốn sách ðìơ đã thắt lạc. Như Proclus đã chỉ ra, và cũng 
như Euchid chắc chăn đã biết, tiên để thứ 5 tương đương 
với một phát biểu mà ta thường gọi là “tiên để song 
SONE.”: 


Cho trước bắt kì một đường thẳng Ì và một điểm P nào 
không nằm trên nó, đèu tôn tại duy nhất một đường 


song song vơi Í và đi qua P, 





*' Nói tiên đẻ thứ 5 tương đương với tiên để Playfair có nghĩa là nói 
ta có thể chứng minh tiến đề Piayfair nếu như ta chấp nhận năm 
tiến để của Euclid, và ngược lại nếu như tì chấp nhận bến tiên để 
Euchd đầu tiên và tiên để Playfair, ta có thẻ chứng mủnh tiền để 
Euclid thứ 5 như chứng mình một mệnh đề. 
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Tiên đề nãyv thường được gọi là tiên đề Playfair, vì ông 
chọn một biến thẻ của ru làm đại điện cho tiên đề thứ 5 
trong phiên bản Euclid của ông. 

Euclid đã hưởng lợi từ một cuộc tranh luận quan 
trọng của những người Hi Lạp về sự tồn tại của những 
đường song song. Phần lớn nội dung của cuộc tranh luận 
này đã bị thất lạc, nhưng ta còn biết về nó do Aristotle đã 
từng than phiền về vòng luấn quần của các tranh luận 
lên quan đến các đường song song. Ông đã chỉ ra rằng 
nhiều luận cứ chứng minh sự tồn tại của các đường song 
song sử dụng các dư kiện thực ra là tương đương, Với sự 
tồn tại của các đường song song, và đo đó đã mặc nhiên 
thừa nhận những gì họ đang có gắng chứng minh. Theo 
lời của ông, "Nếu A bắt nguồn từ B và B bắt nguồn từ C 
nhưng C lại bắt nguồn từ A, thì ta không thể nói ta đã 
chứng minh A Đời vì C là đúng." 

Tuy nhiên, ta phải ngưỡng mộ lòng can đảm của 
Euclid khi nêu ra tiên đề thứ 5. Phần lớn mựợi người có lè 
sẽ tìm cách loại bỏ nó. Nhưng Euclid thì khóng, ông quyết 
tâm tiếp tục với nó, và đề lại cho chúng ta một kiệt tác. 

Người Arâp cũng bí ảm ảnh bởi tiên đề thứ 5, va có 
năng, suy luận nó từ các Hẻn đẻ kía, hoặc thay thể bằng 
trột điều gì khác. Tất cả đều không có kết quả. Dĩ nhiên, 
họ đã đưa ra những phương pháp toán học mới giúp đơn 
giản hóa tính toán và đã tách biệt đại số độc lập với hình 
học. 

Tuy nhiên, các câu hỏi về tiên để thứ 5 vẫn còn là bí 


ần. Liệu ta có thể suy luận nó từ một trong các tiên đê kia 
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không? Hoặc phải chàng có thể có một phát biểu nào 
khác, hiển nhiên hơn, có thể được xem như là mọt tiên 
đề? Nền khoa học mà chúng ta được biết đến hiện nay đã 
xuắt hiện vào thế kí 17, và sự phát hiển của nó song hành 
với một sự bùng nổ của những khám phá toán học. Trong 
bầu không khí nóng bỏng đó, tiên đẻ thứ 5 đã trở thành 
nội ám ảnh của nhiều người. [ahn Wattis, bạc tiên bối của 
Newton, khảo sát các tài liệu liên quan đến nó trong cuỗn 
sách Tiên đề thứ năm (De postulato quinto) của ông. Từ 
năm 1607 đến 1880, hơn một nghìn cuỗn sách và luận văn 
đã được xuất bản dành riêng cho tiên đề thứ 5. Rất nhiều 
người đã nỗ lực ởđi tìm lời giải đáp cho nó, nhiều chứng 
minh khác nhau được công bố, nhưng chưa có ai đạt 
được sự kĩ lưỡng vẹn toàn. 

Có nhiều nỗ lực chứng minh nó vô cùng tuyệt điệu. 
Nằm trong sỐ những chứng minh ngoạn mục nhất, phải 
kể đến chứng minh của Gerolama Saccherl (1667-1733), 
một linh mục đòng Tên và là Giáo sư Đại học Pavia. ng 
đã xem xét một số tiên đề tương đương với tiên để thứ 5, 
và giả sử tẤt cả Tà sai. Chẳng hạn, ông đã cần thận chứng 
minh rằng tiên đề thứ 5 tương đương với mệnh đẻ cho 
rằng tổng các góc của một tam giác bàng tổng hai gọc 
vuông (nghĩa là 180 đỏ), và ông đặt ra hai trường hợp 
khác trong đó tỏng các góc lớn hơn hoặc nhỏ hơn hai góc 
vuông với hì vọng tìm ra sự mâu thuẫn. Ông thậm chí 
còn tự thuyết phục bản thần rằng mình đã phát hiện ra 
một mãn thuận như vậy.°Ì 


”Q. Saccltert, Enclu qb 0111 ngơ pi1dicalis (n.p.: 1733). 
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Với phong, trào Khai sáng và sự phát triển mạnh mẽ 
của khoa học, cac trường đại học mới được thành lập. 
Một trong những trường lớn nhất thời đó, Đại học 
Göttingen, được thành lập năm 1737 bởi vua George ÏlÏ 
của nước Anh và cũng là tuyển hàu của vùng 
Hanover. “` Ra đời trên tỉnh thần của trào lưu Khai sáng, 
đö là một trong những học viện đầu tiên đặt khoa học ở 
vị trí bình đẳng với thăn hạc Một trong những giáo sư tại 
Göttingen, nhà toán học Abraham Kãstner (1719-1800), 
người quan tâm đến lịch sử va cơ sờ toán học, đã viết lời 
nói đầu trong một bộ sách bốn tập được nhiều người đọc 
- \{athemaHsche Anfansseriinde - của Ông, như sau: 


“Khó khàn phát sinh trong lí thuyết của những đường 
thắng song song đã lầm tôi bận tâm trang nhiều năm. Tôi 
đã từng nghị, nó đã được tháo gở hoàn toàn nhờ tác 
phẩm Flemenmls mìịatheseos của Hlausen (1734. Nhưng vị 
cựu giáo sĩ giáo đoàn Pháp ở Leipzig, ông Coste, đã phá 
tan sự tư mãn của tôi trong một chuyển đi đạo mà ông, 
đanh cho tòi khí nói răng tác phẩm kể trên của Hausen có 
Sai SÓI tron, một lập luận. Tôi sau đó cũng đã sớm tự tìmà 
ra sai sót đó, và bất đầu thúc giuc chính mỉnh hoặc là xóa 
bỏ trở ngại đó hoặc là tìm cho ra được người đã vượt qua 


được nó, Nhưng tật cả các có gàng đều that bai, cho dù 


* George Ï[ cũng thành lập Đại học Princeton. Đi vao hoạt động 
năm 174ó, lục đó được biết đến dưới tên gọi Dại học New Jersev 
(New Jersey College)}, là trường duy nhất trong các nước thuộc địa 
của Anh mở cửa cho người theo bất kì tôn giáo nảo. 

* Tuyển hầu (Elector hoặc Prmce-Elector, tiếng [ức là KurfrsE): là 
\Agười trong ban tuyển chọn hoàng đẻ chà Đe quốc La Mã thần 
thánh, Quyên lực chỉ đứng sau vua hoặc hoàng đề (ND). 
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tối đã sớm lập ra một t[tư viền nhỏ chứa các công trình cá 
ˆ n hà - - 3 7 ...^ Ũ ` s „..” 
nhân bàn vẻ các nguyên lí đầu tiên của hình học đặc biệt 


pản với chủ đẻ này.” 


Kästncr sử đụng một tiên đẻ tương đương của Walis thay 
cho tiên đề thứ 5.Ẻ Một sinh viên của Kãstner, G. S. 
Kliigel, viết luận án năm 1763 nghiên cứu khoảng 30 
chứng minh cho tiên đẻ thứ 5 và chỉ ra rằng tất cả đều có 
sai sót. Ông kết luận: "Để chắc chắn, có lẽ hai đường 
thăng không cắt nhau luôn tách khỏi nhau. Ta biết điều 
này là vỏ lí không nhữ vào sự suy luận mang tính chặt 
chế hay các khái niệm rõ ràng về đường thăng và đường 
cong, mà bằng kinlt nghiêm và đánh giá của mắt.” 

Luận án của Kligel gây ra sự chú ý đến chủ để nảy 
cho một người bạn đây tài năng của Kástner là ƒohann 
Heinrich Lambert (1728-77). Lamberl sinh ra trong một 
gia đình lớn, nhu câu thiết yếu cho cuộc sống bắt buộc 
ông phải theo nghề may của cha. Nhưng bên cạnh đó 
ông vẫn tiếp tục theo đuổi nghiệp học, và vẫn có thời 


gian đành cho nghiên cứu nhờ việc lầm gia sư cho một 


1 Nguyền vấn trong lời mở đầu của tác phẩm của A. Kastner, 
Nlntirmnfrsche Andnesvrtrdle (np.: 1758). Đoan này được trịch ra từ 
tác phảm W, B., Ewall\, Fiomr ôm! to Hiibe:!: À Sotrce Boak ph the 
Foinnulatiene ðfƒ  Afathemalrs, VỐIL Ý New York, Oxford. Oxtord 
University Press, 1996) 

"Š Tiên để Wallis nói rằng tôn tại các dạng hình học giống nhan có 
kích thước bắt kì Các dạng hình học giống nhau là các đa gác có 
cùng số cạnh va có tính chất các góc giữa các cạnh tương ứng và tỉ 
lệ chiều đài của các cạnh tương ứng là bằng nhau 

“°G, S. Klugel, Conafttim praecipHoriDH leorinm parallelnruan 
deitosiraHdlt 1(enso (n.Ðp.: 1763), 16. 
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mìa định quý tộc người Thu Sĩ. Lambert lập đị như chính 
sự thông tuệ cua ông Ấn mặc khác người, ông quả quyết 
rằng cách tốt nhát để nói chuyện với người khác không 
phải bằng cách đứng mặt đối mặt mà phải đứng vuông 
góc với nhau. Nhà toán học huyện thoại người Thụy Sĩ 
Leonhard Euler (1707-83) đã nhiệt tình đe cử ông vào một 
vị trí trong Viện Hàn lâm Khoa học Phỏ tai Berlin. Nhưng 
quốc vương Frederick IÍ còn ngần ngại, tường truyền, sau 
khi gặp Lanibert vị vua này đã kể lại với nội người bạn 
rằng ông đã gặp một người ngu nhất trên toàn nước Phô. 
Nhưng; vị quôc vương sớm thay đối định kiến, và nhận ra 
cách đánh giá trí tuệ của Lambert. Ngài Lambert ăn mặc 
sặc sỡ đã liên tục có những cóng hiền lớn cho quang học, 
vũ trụ học, triết học, và toán học.” Đáng chú ý trong số 
này là cuốn sách Theorie dẹr Parallelmien bàn về tiên đề 
song song mà ông viết năm 1746. Ông đâ không cho xuát 
bản cuốn sách vì cảm thấy chưa thỏa mãn vẻ cách giải 
quyết vẫn để.Tuy nhiên, nó đã được xuất bản sau khi òng 
mắt vào năm ]J788. 

Cũng như Sacchert, linh mục đòng Tên xứ Pavia, 
Lambert khảm phá những hệ quả của giả thuyết cho rằng 
các kết quả tương đương với tiên để thứ 5 là sai. Đặc biệt, 
ông thu được công thức tính điện tíclt của mọt tam giác 
dựa vào tổng các góc của nó trong trường hợp giá trị này 
lớn hơn hoặc nhỏ hơn hai góc vuông. Ông lưu ý rằng 


” Đặc biết, Lambert đã chứng núnh là sò Dì (HH lợ của chủ ví mốt 
vòng tròn vơi dường kính của nó) không phải là một số hữu tí 
(rỏng như cần của 2, không thể dược viết dưới đạng tỉ số của hai 
số puyên) Dây thực sự là một thành tư lớn. 
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trên mặt cầu, nèn la xem các đường thăng là các vòng 
tròn lớn, thì tổng các góc trong của tam giác sẽ lớn hơn 
180 độ, và öng đà dưa ra một cách chính xác công thức 
điện tích tam giac (Kết quả này, cùng với công thức, thực 
ra đã được người Hí Lạp biết đến trước đó). Ông tự hỏi 
liệu tông các góc của một tam giác có thể nhỏ hơn hai góc 
vuông được không trên mùi bề mặt ảo thích hợp (và 
thậm chí ông còn đề cập đến các mặt câu có bán kính liên 


{ = ˆ^ : ` = €£ ^ 
quan đen căn bậc hai của một sô âm). 


KẾT THÚC THẾ KỶ 18 


Đến nãm 1800, những tư tưởng của träo lưu Khai sáng 
tràn ngập khắp nơi. Những hạt giếng được gieo trồng bởi 
Descartes, Galleo và Newton đã bắt đầu cho bái 
chín Không khí trần ngập sự tự tin vào tr) thức mới, niềm 
tin vào tư duy của còn người và khoa học. Lần đầu tiên 
kể từ thời của các nhà hiển triết lonia và trường phái 
Alexandiria, vù trụ quan được nhận thức lại. Các hội đoàn 
khoa học được hình thành trước đó - rất nhiều trong sô 
đó nhận được sự hỗ trợ của những quân vương độc tài - 
được củng có chắc chắn hơn. Ngoài các hội đoàn và các 
trường dai học lâu năm, những tô chức giáo dục bậc cao 
được Lhành lập để đáp ứng như câu ngày càng phức tạp 
của xã hội. 

Những ý tưởng khoa học của thời đại và sự phản 
chiêu của chúng vào triết học và nghé thuật đã dựng lên 


mót thể giới quan, trong đó vu trụ vận hành theo một loạt 
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các quy luật toạn học mà còn người có thể nhận 
biết. "Sapere ãude! Hãy can đảm sử dụng lí lẽ của riêng 
bạn!... Đó là khẩu hiệu của thời đai Khai sảng” - nhà triết 
học có ảnh hương lớn người Đức, Immanuel Kant (17237- 
1804) đã viết như vậy `* “Chúng tà xác nhận những chân 
lí này tự bản thân nó là hiển nhiên”, là tuyên bỗ năm J776 
trong bản Tuyên ngôn Độc lắp của nước MI. Một số chát 
lí tự bản thân nó đã là hiển nhiên, và tắt cả các chăn lí đếu 
có được tiếp cận nhờ lí luận và suy điểm. Theo Kant, một 
trong số các chân )í đó là những mệnh đề hình học của 
Euclid, và sự thật hiến nhiên là những mệnh để đó áp 
dụng cho cả vũ trụ Trên sản khảu khắp châu Âu, các anh 
hùng nam và nữ tròng vở nhạc kịch “Tiếng sáo thân 
điện” của Mozatt tìm kiếm tình huynh đề, điều này làm 
gởi nhớ mạnh mẽ những người thuộc trường phái 
DPythaguras - rao giang tình véu và lí luận mang tính hoàn 
vũ. 

Ngược lại bôi cảnh đó, sự không chắc chấn xung 
quanh tiên để thứ 5 giống như một cơn cảm lạnh, dai 
đẳng và thậm chí hơi khó chịu. Không ai mảy may nghí 
ngờ về tính đúng đăn của tiên để này, mặc dù một vài 
người đồng tình về sự cần thiết phải nêu ra các nguyên lí 
đơn giản hơn, tuy chưa ai phát hiện ra chúng. "Một vụ xiì- 
căng-đan", nhà toán học và cũng là cuốn từ điển bách 
khoa toàn thư sống luôn để bị kích động, người Pháp, 
Jean d'Alembert (1717-1783), đã bực dọc thết lên. Trong 
khi tắt cả mọi người hí vọng rằng sự không chắc chắn này 


# L Kant, "WAs Ist Auklm re?" (n.p.: 1784). 


Là) 
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sẽ được giải quyết sớm hay muộn, thì hân hết nhận ra 
răng việc đầu tư thời gian để khảo cưu một cách nghiêm 
tác vấn đẻ này hứa hẹn một sự bù đắp không chắc chắn. 
Người đồng hương của đAlembert, Adrien-Marie 
Lewendrc (1752-1833), một trong những nhà toán học 
thực sự tài năng đã có găng giải quyet vẫn đề của tiên để 
thứ 5. Tác phẩm Cơ sở hình học (Elemeots de géométrie) 
của ông - bộ sách đã đơn giản hóa và hiện đại hoá Cơ sở 
của Euclid - ra đời nàm 1791. No trở thành cuốn sách 
nghiên cứu cao cấp hàng đầu của hình học cơ bản trong 
vòng một trăm năm, và đã được tái bản nhiêu lần. lrong 
suốt 30 năm sau đó, Legendre nỗ lực thiết lập tiên để 
song song, với các cố gắng khác nhau trong các ân bản 
khác nhau. Tuy thất bại nhưng cho đến khi qua đời ông 
vẫn mang theo niềm tín mạnh mề vào chân lí của tiên đề. 
Khi thế kỉ 18 sắp kết thúc, tư tưởng của phong trào 
Khai sáng, sự thav đói kinh tẻ nhanh chóng cùng trình độ 
đân trí ngày một cao, tang thêm thách thức cho các ý 
tướng đã được tiền nhận. Tuyên ngôn Độc lập (MD 
khẳng định quyền lợi của mỗi cá nhân, quyền tự đo và 
quyền hưởng thu giáo đục. Những mãn khởi đâu của 
những chuyền biến xã hội được hun đúc bởi phong trao 
Khai sáng đã tạo ra một loạt thay đổi tự do và mang tính 
bùng nỗ đánh dẫu sự ra đời của thời đại mới của chúng 
ta. Hồn loạn xã hội khuây động cả châu Âu với các tác 
dộng khác nhau và không thể dự doán được. Các khả 
nãng mới được mở ra, những định kiến lạc hậu bị xóa bỏ. 
Người châu Âu kinh hoàng chứng kiễn cuộc Cách mạng, 
Pháp (từ năm 1789 trở đi) thắng lợi và cuốn phăng trật tự 
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củ trọng một bể máu. Chẳng có gì là thiêng lêng cả. 
Quân đội cằm đầu bởi những người thân thuộc với nhà 
vua va hoàng hậu Pháp đã bị hành hình - Louis XV[ và vợ 
là Marie Antoinette - đã tấn công nước Pháp, qua đó tạo 
điều kiện thuận lợi cho Napoleon phản công, vươn lên 
đính cao quyên lực, và cuối cùng chinh phục hầu hết 
châu Âu (tr năm 1805 trở di). 


GAUSS, LOBACHEVSKY, BOLYAI 


Ba cá nhân, Johann Car]l Friedriích Gausx (1777-1855), 
Nikolai Ivanovich Lobachevkkv (1795-1855), và János 
Bolyai (1802-1860), cnói cùng đã làm rõ vai trò của tiến đẻ 
thứ 5 và kho báu Ấn giấu trong đó 

Gauss là nha toán học nối tiếng nhát nửa đâu thẻ kỉ 
19, và là một trong những nhà toán học nỡi tiếng nhất 
mọi thời đại.” Cha âng là một người lao động chỉ có kiến 
thức bểu học, chưa bao giờ thoát khỏi những công; việc 
thấp kém. Me ông là người giúp việc, thậm chí còn ít học 
hơn, Gia đình cha ông chuyên từ một nông trại đến 
thành phó Brunswick (tiêng Đực là Braunschweig), ngày 
nay thuộc Đức. Một vài năm trước đó không vò máy may 
cơ hội nào cho một người như Gauss được nhàn một nên 
giáo dục đáng kể. Trong lớp tiểu học 50 học sinh, Gauss 


® Xem tiểu sử và đánh giá học thuật các công trình của Gauss trong 
W. K. Buhler, Gauss: À Bioagraphical Shidy (Berin, New York. 
Springer-Verlag, 1981). Quyển sách này chứa một thư mục dẫn liệu 
được ghi chú rắt chỉ Hết. 
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luôn đứng đàu. Ông tự học đọc và viết mà không nhờ sự 
can thiệp nào của bố mẹ trước khi bắt đầu đi học. May 
màn cho ông, (và cho cả chúng, ta) là trợ lí của thầy giáo 
ông, Martin Bartels, mặc đu chỉ lớn hơn Gauss tám tuổi, 
đã học toán tại Götingen. Bartels đặc biệt chủ ý đến 
Gauss, cùng với thẫy giáo, đã bỏ trí cho cậu bé đến học 
trong trường g11114sium, một loại trưởng trung học có 
chắt lượng rất cao và đòi hỏi khắt khe của nước Đức, đào 
tạo các học sinh tài năng có dự định theo đuỏi công việc 
nghiên cứu bạc cao. Da năm sau, Gauss được giới thiệu 
với hoang tử của vùng, công tước xứ Brunswltck- 
Wolfenbuttel, người sau đó đã trợ cập thương xuyên cho 
Gauss. Hình thức trợ cấp cho thanh niên trẻ tuổi đầy hứa 
hẹn, nhưng khó khăn về tài chính này không phải là 
hiểm thời đo, và là tiền thân của các loại học bổng học 
thuật ngày nay. Đây là một sự đâu tư thận trọng, do như 
cầu của chính phủ cần mệt lực lượng lao động có tri thức 
cao hơn bao giờ hết. Học bổng tạo điều kiện cho Gauss 
tiếp tục học tập, ban đầu tại một học viện mũi nhọn, định 
hướng cho khoa.học cao cấp vừa mới thành lập"” tại 
Prunswick (1792-1795), và sau đó tại Đại: học Göttingen 
(1795-1798), khoảng 65 dặm vé phía nam của Brunswick, 
lúc đó thuộc về một bang khác là Hanovecr. 

Tại Göttingen, Gauss đã gặp Farkas Bolyai (1775- 
1ä5&), sau này là cha của Janos Bolyal. Họ là một đôi bạn 
không hợp nhau cho lắm. Gia đỉnh Farkas (còn MỌI là 
Wolfgang) đã từng rắt piầu có nhưng sa sút cùng với lịch 


"Học viện Collepium Carolinumy 
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sử lâu đài đâu tranh chẳng lại ngươi Thổ Nhĩ kì. Cha của 
Farkas đã từng quản lí một cơ sở bất động sản nhỏ, 
nhưng gia cảnh ngày càng sa sut. Farkas bỏ học ở tuồi 
mười hai và ông được đi học đại học nhờ công việc lãm 
người giám hộ cho cậu bé tám tuổi Simon Kemený, can 
tra của nam tước Kemeny. Fatkas va Simon trở thành 
bạn thân, và ngài nam tước đã gửi Farkas cùng với Simon 
đến học tại Göthngen. Cá Gauss và Farkas đeu ghỉ đanh 
lớp học của Abraham Rástner, nhà toán học quan tâm ràt 
nhiền đến tiên đề thứ 5 mà ta đã nhấc tới ở phần trước. 
Kästner lúc này vào độ tuổi cuối thất thập, đã bỏ lại các 
năm đạy học năng động nhất ở đằng sau. Gauss bỏ qua 
hầu hết cac bài piáng của Kästncr, thấy chúng quá cơ bản, 
và mọi người đồn rằng ông rất thích trêu chọc Kã»tner. 
Sau giờ học, Farkas và Gauss thảo luận về các tiên để 
Euclid và sự độc lập có thẻ có của dịnh đề song song, 
cũng như các môn toấn khác. Farkas bỏ cuộc con Gauss 
vẫn quan tảm đèn vấn đẻ này trong suốt cuộc đời, Trước 
đây, át hẳn Gauss đã nghe nói tới cac nghì vấn trong tien 
đẻ thứ 5 thông qua Martin Bartels - người đả từng theo 
học với kãstncr. 

Gauss và Bolyai tột nghiệp năm 1798 rói trở vẻ nhà 
tronø tình trạng bắp bênh. Theo lệnh của công tHỚC, 
Gauss g1 luận án tiến sĩ tới Đại học HeÌmstedt - trường 
đại học địa phương được công tước đỡ đầu - và nhận học 
vị năm 1799, Cuốn sách đầu tiên của ông, DisguisiHones 
z\ithincHecae, xuất bản năm 1801, ngày lập tức được công 
nhận là một kiệt tác. Nhưng phải đến năm sau: thì ông 
mới thực sự nổi tiếng. Tháng 6 năm 1801, một trong 
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những nhà thiên văn hàng dâu của Đức công bỏ vị trị 
quy đạo của Hiếu hanh tĩnh Ceres. Tiêu hành tỉnh này vừa 
mới được phát hiện ngày 1 tháng 1 rồi biển mất phía sau 
Mặt Trời vào ngày 11 tháng 2. Đa số dự báo là nó sẽ xuất 
hiện trợ lại trong năm 1801 hoặc đầu năm 1802. Nhưng ở 
đâu? Vào lúc đó, khó khăn cơ bản của ngành thiên vẫn 
quan sat tính toán là tính toản quỷ đạo của các thiên thẻ 
dựa vào một số lượng nhỏ các quan sát thiên văn, mà mỗi 
quan sát đều chứa đây sai sót. Gauss sử dụng một ki thuật 
mả ông đã phát minh, nhưng không cỏng bố, để tính 
toän một quỷ đạo dự kien khác hoàn toàn so với két quả 
của các nhã thiên văn học khác. Khi Ceres xuất hiện đúng 
vào vị trí và thời điểm mà ông đã dự đoán, sự nồi tiếng 


cũng đến với ông 





th 26. Đài thiên vẫn của Gauss. 


Gauss ngay lập tức nhận được lời mời trở thành giám 


độc đãi thiên văn ở SainL Petersburg, nhưng Brunswick 
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cũng: đã bắt đầu xây đựng mội đài thiên văn cho ông. Các 
nhà thiên văn người Đức có giữ Gauss ở lại, cuối cùng 
ông nhận được một lời mời đến từ Đại học Göttingen. Họ 
cùng hứa sẽ xây dựng nìột đài thiên văn cho ông ở đó, và 
bỏ trí thêm một trợ lí tài nàng. Năm T305, CGauss nhận vỊ 
trí này, cưới vợ, và từ chối lời để nghị từ Saint Petersburg 
hav xứ Bavaria. Thời khắc của ông đã tới. VÌ ở tuổi bảy 
mươi, người bảo trợ của ông, cóng tước xứ Brunswick- 
Wolfenbittel, lên nắm quyền quân đội Phổ, bị tử thương, 
trong tràn đánh Jena chống lại Napoleon. Mặc dù 
Hanover đồi chủ, trở thành một phần của vương quốc 
Westphalia phụ thuộc Pháp, nhưng người Pháp là những 
nhà quản trị tài ba, và lại học Gottingen vẫn Điếp tục 
phát triển mạnh. 

Mọi chuyện điển ra một cách hoàn toàn khác với 
người bạn cũ Earkas của Gauss.”! Người bảo trợ của 
Farkas, ngài nam tước đã phải chịu một số đảo lộn về mặt 
tài chính nên chỉ gửi được tiền cho côn trai ông là Simon 
trở vẻ nhà. Không tiền, Farkas ở lại Göttingen được một 
năm, sống dựa vào Hiển vay mượn và sự hảo tâm của bạn 
bè. Cuối cùng, một người bạn gửi cho ông đủ tiền để chỉ 
trả các khoản nợ, sau đó ông lập tức đi bộ về Hungary, ®) 
Hungary, òng miễn cưỡng; làm một còng việc với đồng 
lương ít ỏi, tôn thời gian nhưng ổn định là giảng dạy toán 
học, vật lí, và hóa học lại trường Cao đăng Calvin ở 
Marosvásárhely. Ông kết hôn năm 1801, con trai ông, 


J]ános, ra đời sau một năm, vào tháng 12 năm 1802. Vợ 


® Xem GB. Halsted, "Biography, Rolvai Farkas [Wolfgansg Bolyai]" 
Amerrcall 014Lhetmattcal X1omffiiy 3 (1896): 1-5. 
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ông đường như đã lo lắng cùng cực, sức khỏe ngày một 
xâu đi. Farkas làm thêm nhiều việc để tăng thu nhập: ông 
viết và xuất bản kịch, chạv bàn cho quản rượu của trường, 
thiết kẻ ngói và bếp gang, Vượt lên tắt cả, ông vấn tiếp 
túc lầm toán trong thời gian rảnh rôi 

Farkax đòn hét tâm sức vào con trai, người rất thông, 
mình, và là người mà Farkas mong muốn sẽ trở thành 
nhà toán học, Ông tự dạy János ở nhà cho đến chín tuổi, 
cùng lúc đo, nhờ các sinh viền từ trưởng cao đẳng đến 
kèm cặp con, và tiếp tục dạy thế toán ngay cả sau khi 
lắnos vào trường øymnasium_ Ở tuổi mười ba, János có 
thẻ chơi violit như một người chuyen nghiệp, thành thạo 
cơ học giải tích và tính toán, có the nói nhiều ngoại ngữ. 
Tuy nhiên, Farkas không có tiên để cho János theo đuổi 
một nên giáo dục đại học hạng nhất. Ông việt thư cho 
Gauss năm IÄ16, đẻ nghị để János đến sống cùng với 
Gauss và học toan. Không nhận được lỗi âm, Farkas và 
[ános quvết định cách tốt nhất mã cả hai cha con có thể 
làm là đề János đi hạc trương Đại học Kt thuật Hoàng gia 
ở Vienhna, länos hoàn thành chương trình đào tạo kt thuật 
quản sự bảy năm chỉ trong vòng bốn nám rồi sau đó phục 
Vụ mười một năm trong quản đội Áo-Hung, nơi mà ông 
nổi đanh là một tay kiếm kiêm vũ công hạng nhất trong 
toàn bộ quân đội hoàng gia.°ˆ 

Cùng một ngọn gió mới của thời kì Khai sáng đã 
nâng vận mệnh của Gauss lên cao nhưng lại đầy gia đình 


* Theo J. ]. ØConnor và E. F. Robertson trong tiểu sử trực tuyên 
của  jJános Bolyai (wwwW-groups.đcs.st-andrews.ac.uk/history/ 
Biographies/Bolyai.htmil). 
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Bolyai xuống hỗ tuyệt vọng, vẫn thói rât mạnh qua các 
vùng cực đóng của cháu Âu. Cha của Nicolai Ivanovich 
Lobachevsky, một thư ký trong văn phòng khảo sát đất 
đại tại NizRnv Novgorod ở Nga, qua đời khi Lobachevsky 
chỉ mới lên bảy, dễ lạt ngươi vợ vơi ba đứa con nhỏ mà 
không một xu đính túi. Ba chuyên nhà đến Kazan, ở rìa 
của Siberla, nơi cơn bà đi học tại trường: #ymnaslumn với 
học bóng nhà nước tài trợ cho các cậu be nghèo nhưng tài 
năng, LobachevsKy vào trường Đại hoc bang Kazan vừa 
mƠi được thành lắp năm 1805 như là một thành quả của 
CUỘC cải cách mà CZar Alexandvr ÏÌ tiên hành trên toàn 
nược Nga. Một trong sỐ các giáo sư đầu tiên được bố 
nhiềm tại trường lại là Mlartin Bartels, ngưới đã lầm trợ lí 
trong lớp tiêu học của Gauss. Là một giáo viên đây tài 
năng, Bartels đã thuyết phục Lobachevsky, lúc đâu đự 
định học y, chuyển quà học toán. Như một định mệnh 
cho tương lai, khóa học của Bartels về lịch sử toán học lại 
đùng một văn bản nói đến tiên để thứ 5. 

Lobachevsky tốt nghiệp năm 1811, và thăng tiến qua 
nhiều cấp để lên chức giáo sư toàn năng 11 năm sau đó. 
Sự phục vụ trong một hội đồng đã đẫn đắt ông trở thành 
trưởng khoa toán học và vật lí, sau đó là tổng giám thư 
viện, tiếp theo là giám độc đài thiên văn, và cuỗi cùng trở 
thành hiệu trưởng của trường. Là một nhà quản lí tài 
năng, ông chèo lái trường đại học ra khỏi thời điểm khó 
khăn trong những nãm cuối đời của Czar (1819-1826), lúc 
mà chế độ chuyên quyền quay trở lại, tư tưởng khai sáng 
bị ngờ vực, một số giáo sư giỏi nhất, trong đó có Bartels, 
ra đi. Trong giai đoạn khi mà sự khoan dung được tăng 
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lên, công với sự lên ngòi của Nichơlas Đề nhất năm 1826, 
Lobachevsky đã trở thành nhà lãnh đạo đối mới của 
trường, khỏi phục lại các tiêu chuân học thuật và tỉnh 
thần khoa bảng. 

Cho tới những năm 1320, mặc dù làm việc tại những 
nơi vạch xa các Hung tâm toán học lớn, Lobachecvsky tại 
Kazan, và Farkas Bolyai tại Marosvásárhely, vẫn bỏ nhiều 
thời gian rảnh để nghiên cứu tiên đề thứ 5. Gauss cũng 
vậy, duy trì một sự quan tần mạnh mẽ đối với hình học. 
Trong một bức thư gửi Bolyaì, ông chỉ ra mọt chứng mình 
mà Bolyai đề xuất cho tiền đề thứ 5 là không đúng. Năm 
1816, ông viết một bài điểm sách phê bình một số chứng 
nanh biện giải cho rằng tiên đề thứ 5 có thể được suy 
luận từ những, tiên đề khác. 

Gauss cũng rat cố tài trong thực nghiệm. Sau năm 
1815, tất cả các nước lớn ở Trung Âu tài trợ cho các cuộc 
điều tra trắc địa, đo đạc chính xác đẻ vẽ bản đỗ các khu 
vực rộng lớn nhằm đo lại độ cong của Trái Đất. Năm 
1818, Gau»s đã trở thành giám đốc một dự án lớn nhằm 
khảo sát một vách chính xác Hanover và Bremen đề kết 
hợp với các khảo sát của người Đan Mạch. Các vùng đất 
bằng phẳng và đảm làv rừng rậm ven biển gây ra rất 
nhiều khó khăn. Người ta không thẻ tìm đủ các điểm cao 
để từ đó thực hiện các phép tính tam giác hay các đo đạc 
khác với một độ chính xác bắt kì. Công việc hoàn thành 
khảo sát này chiễm phản lớn thời gian của Gauss từ 1818 
đến 1832. Trong suốt qua trình đó, ông đã có nhiều đóng 
góp lớn cho ngành đo đạc địa chất. 
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Công việc này đã thôi thúc Gauss phải quan tâm đến 
hình học vì phân - bộ môn sử dụng giải tích để nghiên cứu 
hình học. Ông đã xuất bản một bài báo doạt giải thưởng 
vào năm 1823, thảo luận những sự tương ứng một-một 
gìữa các bề mặt bảo toàn góc. Năm năm sau, cuốn sách nhỏ 
bé và tĩnh tế Diaquisiiones generales circa SHperficies CHYOAS 
đưa ra các ý tưởng hình học của ông, vượt xa một cách 
đáng kể các công trình của Euler và những người khác. 
Cuốn sách không để cập đến tiên đẻ thứ 5 và tạo ra các xu 
thế toán học đóng vai trò chủ đạo và vững chắc. Trong đó, 
Gauss đưa ra phường trình đo khoảng, cách trên các bẻ mặt 
bất kì trong không gian ba chiều. Ông định nghĩa một khái 
niệm, nay được gọi là độ cong Gass, để đo độ cong của bể 
mạt, va chỉ ra rằng đại lưọng này có thẻ được tính toán từ 
các đo đạc thịc hiện trên bẻ mặt - khóng cản phải nhủn ra 
khỏi bề mặt. Thêm vào đó, ông cũng khám phá ra mỗi 
quan hệ giữa điện tích các tam giác trên một bề mặt và độ 
cong trung bình bên trong tạm giác. 


BÊN NGOÀI TIÊN ĐỀ THỨ 5 


Đến giữa thập kỉ 1820, hoặc co thể trước đó, Gauss có vẻ 
như đã tự thuyết phục mình rằng tồn tại những dạng 
hình học mà trong đó tiên để thứ 5 không đúng. Tháng 
11 năm 1824, ông đã viết cho người bạn Taurinus của 
mình: 


“Giả định tổng ba góc của một tam giác nhỏ hơn 1802 dẫn 


đến một đạng hình học lạ, khá khác với hình học của chủng 
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ta [tức là hình học Euchd] nhưng nhất quán một cach tết 
để, mà tôi đã phát triển đến mức tốt hoàn toàn hai lòng - tôi 
có thể sìA quyết mọi vấn để rong đỏ ngoại trừ việc xác định 
một hằng xẻ vì điều này là khó vẻ ruặt cơ bản... Cho đò ba 
ĐÓC của mìặt bạn giác có thể nhỏ cỡ nào tùy ý, chủ cần có các 
cạnh đủ lớn, thị điện tích của tam giác không bao gỡ có thể 
vượt quá, hoặc thâm chí đạt đến một giới han tát định, bát 


ke độ lớn của các cạnh như thể naa "Ẻ 


ŒGauss chẳng bao giờ công bố bất cứ điều gì như thế này. 
Mặc dù nói tiếng trên toàn thế giới cũng như có quan hệ 
rộng rãi trong giới toán học, ông vẫn giữ một sự tư có lập 
nhất định. Bảo thủ, ý thức được vận may của mình, và 
luôn cảm thấy vị trí của mình có một chút mong manh, 
ông đặc biệt chú ý không lànt mech lòng những người có 
nhiều quyẻn hực hơn nữnh. Mối quan hệ của ông với cha 
mình là không tốt. Người vợ đầu tiên của Gauss mát năm 
1808, chỉ ba năm sau đám cưới, trong khi sinh người con 
thử ba. Ông kết hôn với người bạn thân nhất của vự mình 
và có thêm ba người con khác, nhưng cuộc hôn nhân này 
không bao giờ đằm ấm như lần đầu tiên. Mối quan hệ với 
những người con trai cũng thật rắc rối. Ông có vẻ lạnh 
lùng, cô đơn, Thậm: chí nhà thám hiểm, nhà chính trị nối 
tiếng của Đức là Alexander von Humholdt, người có quan 
hệ nỗng hậu với nhiều nhà toán học, đã ví Causs như 
tột tảng băng. 

Gauss biết rằng Việc xuất bản kết quả của ông về tiên đề 
thứ 5 sẽ tạo nên chấn động, mà ông thì không muốn sự 


° Gauss, Werke (Gottinpen: K, Gesellschaft der Wìsxenschaften 2+ 
Ciattiaeen, 1863-1933), 8: 119. 
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công khai hoặc gặp bắt cứ khó chịu nào. Trong nhiều năm 
qua, mối quan tâm đến tiên để thứ 5 đã đi vào triết học 
cũng như báo chí phổ thông. Ông ý thức được có biết bao 
nhiêu sách vở dành riêng cho chủ đề này, và có biết bao 
nhiêu bí ấn đang chờ người đọc giải mã. Ông cũng đành 
một sự hoài nghi lành mạnh đói với các nhà triết học: 
“Khi một nhà triết học nói cái gì đó là đúng, thì nó là tâm 
thường, Khi ông ta nói điều gì đỏ không tâm thường, thì 
nó là sai."°$ 

Cùng thời gian đó, khi János Bolyai nót với cha mình 
vào năm 1820 rằng ông đang nghiên cứu tiên đề thứ 5. Đã 
được cảnh báo từ trước, nên cha ông trà lời, cố pắng 
khuyên can János: 


“Cha khẩn cầu con không nên tìm cách nắm bắt lí 
thuyết song song, con sẽ mất hết thời gian cho nó... 
Đừng thử... cho đù là theo cách mà con đã đưa ra hay 
bất cứ cách nào khác... Cha đã trải qua những sự ảm 
đạm và tăm tỏi của bóng đêm này và chôn vùi trong 
nó từng tia sáng, từng niềm vui của cuộc sống. Vì 
Chúa, cha yêu cầu còn hãy từ bỏ nó. Cha sợ nó cũng 
không, kẻm ứi nồi sợ sự đam mê đục lạc, bởi vì nó sẽ 
lấy đi của con tát cả thời gian, tàn phá con về sức khỏe, 


sự thanh thân trong lâm trí và hạnh phúc trong cuộc 


* Trích dân từ Gauss bởi J. J. O'Connor và E. F. Robertson, www- 
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Quotations/Gauss.html. 

'* Trích từ V. Kagan, N. Lobachensku and His Contributfon to Šcirnce 
(Moscow: Foreigm Languages Publishing House, 1957). 
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#H?n⁄w 27 Carl Friedrich Gauss. 


Những từ ngữ mạnh mẽ trên phản ánh kinh nghiệm cay 
đăng của người cha Bolyal. 

Ban đầu, János thử thay tiên để Euclid bằng một phát 
biểu khác có thể được suy luận từ các tiên để kia. Một năm 
sau, ông đã bỏ cách tiếp cận này nhưng củng bỏ qua lời 
khuyên can của cha mình. Ông bắt đầu làm việc nghiêm 
túc về những hệ quả của VIỆC p1ả Sử rằng tiên đề thứ 5 là 
không đúng. Những ghi chép của õng cho thấy ông đã bắt 
đầu phát triển những gì mà bây giờ chúng ta gọi là hình 
học hyperbol. Năm 1823, ông viết thư cho cha nói răng ông 
đang trong quá trình tạo ra "một thê giới mới chưa từng có 


.' Ong dường như đã hoàn thành nó năm 1821. 


http://tieulun.hopto.org 


132 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


Sau một số hoài nghỉ ban đầu, ngưới cha Bolyal đã bị 
Huyết phục bởi giá trị của công việc mà còn trai mình 
theo đuổi. Cng thúc piục Jắnos trình bày điều đó như là 
một bản phụ hạc trong tác phẩm: vĩ đại của chính ông - 
Tenlamien - một nền tảng chặt chế và có hệ thống của hình 
học, giải tích, số học và đại sỏ xuật bản năm 1831.“ Farkas 
gui immót bản sao cho Gauss - ngươi mà sau khi đọc phụ 
lục đã viết cho một người bạn tên Gerling, "tỏi nghĩ nhà 
hình học trẻ tuổi Đolvai này là một thiển tất hàng đầu.” 
Gauss viết cho Bolyat cha: 


“Đây là một vài lời về cậu còn trai của bạn, Nếu tôi bắt 
đầu bằng cách nói rằng tôi không the khen ngợi tác 
pháàmt này, đầu tiên bạn sẽ rãi ngac nhiên, nhưng tỏi 
không thẻ làm khác. Bởi vĩ ca ngợi nó chẳng khác øt đẻ 
cao bạn Thân tôi, Toàn bộ nội dụng của bài luận, còn 
đương mà con trai của bạn đã đi, và những kết quả mà 
cầu ta đạt được, trùng khớp vơi khám phá của riẻng tôi, 
khuảng, 30 đến 35 năm về trước. Tôi thực sự bí sốc. Còn 
vẻ phần công trình của tôi, đến nay tỏi vẫn chưa công bố 
lên bao, ý định của tôi là không xuất bản khi tôi còn sống. 
lầu hết mọi người không có ý tưởng gì rõ ràng về các 
cáu hỏi mà chung, tà đang bàn tới, và tôi tìm thấy vất ít 
người đặc biết thích thú những ơi tót nói về chủ để này 
Để có một mới quan tâm nàư vậy, người ta đầu tiên phải 
suy 1e thật cần thận vẻ bản chàt thực sự của những 


điểu cản thiết nhưng tất cả dêu gắn như không chắc 


8 Bản địch Hêng Anh tiểu tuần của Bolyai và Lobachevsky cùng với 
nhiều đân liệu khác có thể được 8m thấy trong R. onola, “Nor- 
Luclidean Gcolnelf: Á Chín qui Histartcnl SHilU ĐƑ Is Ï)ểoelopienl” 
clch bơi H. S. Carslaw (New York: Đover, 1955) 
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chắn, Mặt khác, tôi đã có ý định sau nãy sẽ trình bày hết 
ra piáy, ít nhất là để nó không cùng chết với tôi, Do đọ, 
đáy là một bất ngờ sung, sướng đối với tôi vị tối không 
côn phái bản (âm về vài dự này nữa, và tôi đặc biệt vui 
mm # khí biết rằng, ngươi clỉ hước lôi trong vân đề này 


lai là côn trai của ngưới bạn có trị ”® 


Farkas hài lòng với thư hồi âm, nhưng ]áno» thì như bị 
tan vớ. Sức khỏe tình thần của ông bắt đâu xấu di. Ong 
trở nên khó chịu, không ổn định, và được bồ trí nghỉ hưu 
vao năm 1833. Như thẻ điều t\ầ ý vân chưa đủ tôi tệ, 
Bolvai thậm chí còn không phái là người đầu tiên công bồ 
khám phá này. Lobachevsky cũng dã bắt đầu lầm việc với 
tiên đề thứ 5 vào những năm đầu thập kỉ 1820, và nhận ra 
rằng một nén hình học mà tà bỏ qua Hiển để thứ 5 đường 
như hoàn hào hơn. 

Ỹ tưởng của Lobachevsky bắt nguồn từ sự đối lập của 
ông trước chủ nghĩa duy tâm siêu việt của Kant - cho rằng 
những ý tưởng như không gian, thời gian, sự mờ rộng đã 
được biết đến trước cả kinh nghiệm, và rằng, tâm thực Ấp 
đặt mệnh lệnh lên trên kinh nghiệm của cảm giác. Đối với 
Lobachcvsky, không gian là một khái niệm đến sau khi 
kinh nghiệm hình hành, xuất phát từ tâm trí con người 
thông qua các kinh nghiệm bên ngoài. Ong công bố kết 
quả của mình vào năm 1826 và xuất bản lí thuyết hình 
học Phí-Euchd năm 1829. Bạn đầu ông gửi bài bảo đén 
Viên Hán lâm Khoa hục Saint Petersburg, nơi thu hút khá 


CGauss, WX#rke (Gothnsrn. K. C¿sellscltatL dẹr Wissenschaften zu 
€otlingen, 1863-1933), 8:221. Trao đôi piữa Causs và Bolvai chà vlược 
thu thập lại trong tập sách của Caauss, Riipbcchsel zietscheu CaHÌ 
Tìiedrich Gauss mi Woeane Bofuar (Leipawg: B, G. Teubner, (899), 
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nhiều độc giả. Tuy nhiên, nhà toán học hàng đầu của Nga 
lúc đó, Mikhail Vasilevich Ostrogradsky, rất nồi tiếng ở 
Tây Âu, đã từ chối bài báo. Vì vậy, Lobachevsky xuất bản 
bằng tiếng Nga, trong một tờ báo phố thông định kì của 
địa phương, và từ năm 1835 đến năm 1829 xuất bản tiếp, 
vẫn bằng tiếng Nga trong các kỉ véu học thuật của Kazan. 
Không ngạc nhiên, công trình này phân lớn không được 
hú ý. 

Vậy điều gì đã xảy ra? Gói gọn trong vài từ, không 
xảy ra gì cả. - Ít nhất là vào lúc đó. 


® 
Các 


Lobachevsky tiếp tục công việc quản lí, bên cạnh đó 
đành thời gian cho toán học. Kt năng quản lí của ông đã 
được khắp nơi đánh giá cao. Ông đã kéo Đại học bang 
Kazan ra khỏi một số cuộc khủng hoảng: xây dựng lại 
khoa sau năm 1826, cứu sống nhiều nạn nhân của trận 
dịch tả năm 1830, xây dựng lại các tòa nhà đại học sau sự 
tàn phá của một đám cháy năm 1842. Những nỗ lực của 
ông trong việc phổ biến khoa học và trong công cuộc hiện 
đại hoá nên giáo dục tiểu học và trung học của vùng mạnh 
mẽ như của Hercules. Lobachevsky kết hôn với một phụ 
nữ kém mình nhiều tuổi, xuất thân từ một gia đình giàu có 
vào năm 1832, và họ có với nhau bảy người con. Khó khăn 
tài chính, sức khỏe kém, mắt ngày càng lòa, và cái chết của 
con trai cả đã tàn phá những năm cuỗi đời ông. 

Đáng buôn thay, công trình toán học của 
Lobachevsky không được công nhận rộng rãi khi ông còn 
sông. Tuy nhiên, ông vẫn tiếp tục xuất bản, Ông cũng 
xuất bản một phần công trình của mình bằng Hềng Pháp 
trên một tạp chí toán học hàng đầu thời đó vào năm 1837, 
và một cuốn sách bằng tiếng Đức năm 1840 về lí thuyết 
song song. Cuốn sách này gầy án tượng mạnh cho Gauss, 
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người sau đó sắp xếp để bầu Lobachevsky vào Viện Hàn 
lâm Khoa học Göttingen, đồng thời học tiêng Nga để đọc 
phần còn lại công trình của Lobachevsky. Tuy nhiên, theo 
thói quen, Gauss không công khai tuyên bố ủng hộ cổng 
trình này. Lobachevsky chết trong mù lòa, nghèo khô, và 
trong nöỏi đau đớn tâm can vào ngày 24 tháng 2 năm 1856. 

Farkas Bolyai nghỉ dạy từ năm 1851, và mất vào ngày 
20 tháng 1Í năm 1856 sau khi chịu đựng một loạt các cơn 
đọt quy, để lại người vợ thứ hai. Người vợ đâu Hên của 
òng đã mất vào năm 1821. Di chúc của õng töm tắt một 
cách chua cav cuộc đời sau kÌi trở về từ nước Đức như sau: 


“Cho đến khi trợ vẻ từ nước Đức, đó đã là những bình 
mình của niềm hị vong vỀ những ngày tuyệt đẹp, - 
nhưng chỉ sau mỏt vài ngày đầy ấp lửa nóng cùng băng 
ðiá, đã trở thành những ngày mưa trên bản trai luôn t 


ám, cho đến đợt tuyết lạnh gần đây.” 


Năm 1833, láno» Balvai nghĩ hưu, về ở trên một mảnh đất 
của ø1a đình, thừa hưởng từ bà nội. Ông bắt đầu quan hè 
một cách hợp pháp với nìột phụ nữ mà cha của ông đã 
từng không chấp thuận, và là nguyễn nhân dẫn đến mỗi 
bát hòa giữa hai cha con. Ông tiếp tục theo đuôi toán học, 
nhưng cách xa xu thế chủ đạo. Gauss đã nhấc Bolyai cha 
về công trình của Lobachevsky, mà có lẽ từ đó, đến năm 
1816, János mới biết vẻ bài báo năm 1829. János lập lại 


* Trích từ J. J. O'Connor và E.P. Robertson, tiểu sử trực tuyến của 
Farkas Bolyal 

(www-proups.dcs.st-andreWs.ac.uk/history/ 
Biowraphies/Bolya_Farkas.htinl), 
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chứng mình trong bài báo này theo cách của mình, phi 
chú cần thận và viết vội các suy nghĩ đau đớn của ông. Sự 
ngưỡng mộ của ông đối với lập luận của Lobachevsky 
được nhân mạnh bởi những suy đoán đen tối cho rằng 
Lobachevsky không tồn tại, tắt cả chỉ là đo Gauss dựng 
lên đê cướp công của ông. János kết hôn vào năm 1849, 
sau khi Hungary tuyên bỗ độc lập, bỏ vợ năm 1852, và 
chuyển từ toán học sang công việc tìm ra một lí thuyết 
tông quát về kiến thức. Ông qua đời vì bệnh viêm phối 
ngày 27 tháng 1 nãm 1860, thọ 57 tuổi. Ông không công 
bố gì nữa sau bản phụ lục trong cuốn sách của cha mình, 
nhưng đã để lại hơn 20.000 trang bản thảo chép tay về 
toán học. Những bản thảo này hiện nay nằm ở thư viện 
Bolyai-Teleki ở thành phố Tirgu-Murcs. 

Ngay cả vào năm 1850, rất ít người công nhận những 
đạng hình học khả dĩ mà trong đó tiên đề thứ 5 không 
đúng. Nếu Gauss nói ra, mọi chuyện đã có thể khác, 
nhưng những năm cuối đời, ông thậm chí còn bước ra 
khỏi thế giới khoa học. Ông mất ở Göttingen vào năm 
1855 mà không công bố bắt cứ điều gì về tiên đề thứ 5. 

Theo thời gian, kết quả của Gauss, Bolyal, vả 
Lobachevsky dần trở thành một phần của xu hướng toán 
học chủ đạo. Việc công bó các bức thư của Gauss sau khi 
ông qua đời và những ghi chép khoa học đã làm rõ rằng 
Gauss là người đầu tiên phát hiện ra hình học Phi-Euchid, 
và thúc đây sự chấp nhận công trình của Bolyai và 
Lobachevsky. Như một sự trớ trêu cuối cùng, uy quyền 
của Gauss đã dẫn đến một số suy đoán vô căn cứ và hiện 
nay đã hoàn toàn bị bác bỏ cho rằng cả Bolyal lấn 
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Lobachevsky đã ít nhiều chịu đựng ảnh hưởng của Gauss 
qua các con đường khác nhau: Bolvai thì thông qua cha 
mình còn Lobachevsky thì thông qua Bartels. Tom Lehrer, 
một nhà toán học kiêm nhạc sĩ, đã viết một bài ca trảo 
phúng cực kì chua cay và rất vui nhộn trong thời kì chống 
chiẻn tranh Việt Nam, bóng gió về nỗi nhục nhã (mặc đù 
hơi thái quá) mà ông đã hát bằng Hệng Anh nhái theo 
piọng Nga nặng trịch: 


z\f tạo nêm lét tùt thiên làt Như hồn 1, 
Nhà toan học mà kĂt ca mọi người sà*u nhấc tới, 
Nớn ciáo sự tâo đã binh bất trở thanh nhị oậu? 


Người thâu tí đạt nhằt cluva bao eiờ tương Phẫu lên ao khoác, 


Người vựng đáng được tính tĩnh 

;vưười đẳng rách, 

Ua Nicolmt Teanoeiclt LubncheiSkự là lên của ông 
Am chào 


Nét ]ganotcftr FLobach- 


Tôi khang bao giờ quên svàu đầu HỆN tôt gã] người củ? đại 
lLobachetsku 

Trong pụt Hổ ng nói tốt tối bí mật cúa Hình công Eroma 
lofn loc: 


Lao tăn! 


T)ao t1" 

Không “được để câne trình của người khác Hồn khỏi mắt của hạn, 
Nấu nhĩ lại sao Chúa lát tạo ta đôi Đất, 

Hữu tì tâu mà không chứi nất, 

Nhưng, dạo cần, đạo tân, đạo DẪMH 


Lể chắ âu lu luôn qọt điệu đJO là "ngluên cũ" 
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Kế Hừ khí tôi vấp người đùH ô1g màu 

L uộc xống của tôi không bao giờ nÏưr cũ nữn 

Và Nicolm lbnnotích LobacHeusku là tên của ÔHGŒ, 
Am chào 


Nicolqnt lìnHooich Lobach- 


DI SẢN EUCLID 


Những nỗ lực chứng minh bắt thành tiên để thứ 5 dẫn 


đến một sự hiểu biết thấu đáo về nhiều kết quả tương 


đương khác. Trang số đó có những phát biểu sau đây: 
















Gói Eucliđe: Những mệnh đề tương đương với tiên đề thứ 5 


1, Cho một đường thăng / và một điểm P không nằm 
trên no, chỉ có chính xac một đường thăng, đi qua P 


trong mất phẩng xác định bởi P và P mà không cắt F. 


2. Tông các góc trong niột tam piác là 180 độ (aghia là 
TT : 
hai póc vuông) 
3. Tí lệ của chu ví đường tròn với đường kính là bằng 
lá . z ` ` £ 2 & ` d 
nhau cho tật cả các vòng tròn, bài kế vòng tròn lớn 


hay nhỏ như thể nào, 


4. Cho một lam giác bắt kì, tồn tại vô số tạm giác nho 
hựn hay lớn hơn vợt các góc có cùng dộ lớn và các 


cạnh bị lễ với nhau. 


3 Định tí PDythaqguoras. 
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Nếu chưng ta chấp nhận bón tiên đề đâu tiên và một 
trong những kết quả này, tiên đề thứ 5 và các kết quả 
khác củng sẽ đúng. Nếu chúng ta chấp nhận năm tiên đẻ 
Euclid, thì tất cả các kết quả trong, khung trên cũng sẽ 
đúng. Công trình của Gauss, Bolya!, Lobachevskv cho 
thấy sự tỏn tại của nhiều đạng hình học mà trong đó tiên 
để thứ 5 - và đo đó tắt cả các kết quả trong khung - không 
đúng. Điều này chứng minh cho việc Euclid xếp chung 
tiên đẻ Lhứ 5 như các tiên đề khác là việc làm đúng đắn. 
Nó không thể được chứng minh từ bốn tiên đẻ đầu Hiên. 
Đề hiểu được hình học phăng quen thuộc được biết đến 
từ thời Babylon, chúng ta phải giả định (có ngứa là, chấp 
nhận mà không cần bằng chứng) rằng tiên đề thứ 5 - hoặc 
một điều gì đó có độ phức tạp tương đương - là sự thật. 

Nhưng bản chất thật sự của các tiên đề Eucld, đặc 
biệt là tiện đề thứ năm, có thê sẽ không ai hiểu được 
trong nhiều thập kỉ nữa. Đương nhiên, ta khóng thể suy 
tiên để thứ 5 ra từ các tiên đề khác. Và, đương nhiên, tổn 
tại các đạng hình học khác mà trong đó tiên để thứ 5 
không đúng. Nhưng những dạng hình học này không chỉ 
là những sự tò mỏ mang tính logic, những sự bắt thường 
sinh ra từ những thắt bại lẻ tẻ của bốn tiên để đầu trong 
việc mô tả thực tế một cách thỏa đáng. Những đạng hình 
học này cũng mang tính thực tiễn, cũng có nhiều giá trị 
giống như hình học phẳng mà ta quen thuộc. Toàn bộ 
điều này sẽ trở nên rỏ ràng nếu ta nhìn sự vật "đúng" 
cách - cách “đúng“ này rộng và phóng khoáng hơn rất 
nhiều, và hoàn toàn khác với cách nhìn nhận hình học 


của mọi người trước năm 1850. Sự thay đổi căn bản trong 
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cách nhìn - đã làm sáng tỏ tật cả mọi điều và mỏ đầu 
nhân thức hiện đại của chúng ta - được đặt nên móng vào 
năm 1854 trong bài giảng tập sự của sinh viên nhút nhất 
nhưng kiệt xuất của Gauss - Bernhard Riemamn. Dãi giảng 
này là một trong những khoảnh khắc vĩ đại nhất của lịch 
sử khoa học, và cực kì quan trọng đói với hiểu biết của 
chúng ta về công trình của Poincare cũng như về tất cả 


hình học hiện đại và topo học. 
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Bài giảng tập sự 


của Bernhard Riemann 


Những người tụ tập đông đủ trong giảng đường của MIT 
tháng +4 năm 2003 để nghe Grigory Perelman điễn thuyết 
biết răng hộ đang ngôi chứng kiến một cuộc cách mạng 
của trí thức. Nhưng những người có mặt trong giảng 
đường của trường Đại học Göttingen, ngày 1Ô tháng 6 
năm 854 để nghe bài giảng của Bernhard Riemamn, Và 
Hhữwéy nên tảng nâng đỡ hình học (On the Foundations that 
tưyderlie Geometrv), thì không băn như vậy. Đó là dịp mà 
Riecmann trình bày bản thuyết trình luận án Habilitation - 
mọt buối thuyết trình chính thức và là một bài kiểm tra 
cuối cùng trong một quá trình đài, truyền thống có từ 
thời Trùng cô, mà phải vượt qua nó ứng cử viên mới được 
phép giảng đạy tại một trường đại học. Chuyển suv nghĩ 
của mình thanh từ ngữ thật không đề đang chơ liemtarun, 
và öng đã rất khổ công cho bài giảng trong sáu tháng 
trước đó. (ng cũng đã lao tâm đề làm bài giảng đẻ hiểu 
cho tất cả mọi người có mặt, nhưng cử tọa thật sự cua ðòng 


chí là một người: Carl Fricdrich Gauss, thây hướng đẫn 


http://tieulun.hopto.org 


I42 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


của ông. Rất ít người có mật khi đó nấm bắt được ý nghĩa 
hay sự đọt phá của bài giảng. Nhưng Gauss là một trong 
số rất ít đỏ. 

Bài phát biểu thâu tóm lại toan bộ quá trình 3.000 
năm của hình học, bằng tiếng Đức mà hẳu như không 
cần đến các ki hiệu toán học. Nó không được công bố cho 
đến sau cái chết của Riemann, gần một thập kỉ sau, và 
phải mất một hoặc hai thập kỉ để trở thành một trong 
những tư tưởng chủ đạo của nên toán học thế giới. Nó 
tạo nền móng cho ngành hình học vi phân của chúng ta 
hiện nay. Nếu không có nó, sẽ không có thuyết tương đối 
rộng, phản lớn các công trình của Poincaré cũng như tất 
cả các công trình của Perelman sẽ không thể được nghĩ 
đến. Xúc động một cách rất hiễm thấy, ngay sau bài 
giảng, Gauss tâm sự với một đồng nghiệp rằng bài thuyết 
trình đã vượt qua mọi mong đợi. Ông biết rằng ông đã 
chứng kiến một thành tựu chưa từng có của trí tuệ. Gauss 
qua đời một năm sau đó nhưng ông đã có được niềm 
hạnh phúc: thoáng thấy trước tương lai. 

Ngày nay, một phân nhờ Học viện Toán học Clay và 
vai cuốn sách gần đây, công chúng đã biết đến Riemarn 
nhiều hơn” Mặc dù bài giảng tập sự của ông nằm trong 


** Các cuốn sách đó nói về giả thuyết Riemann, một bài toán nồi 
tiếng mà chúng ta sẽ nói tới sau này, và cũng là một trơrtg rltững 
bài toán mà Học viện Toán học Clav định giá mội triệu đó: J 
Derbyshire, Prune Obsession: Bernharl lhiemnnn nhữ thí Createst 
LInsoloed Problen rm Mlathemafics (Washingtom: T]oseph Henry Press, 
2001); K. Sabbagh, The Riemann Hupothesis' thể Crenlesl Linsolbed 
Problem mẽ Minthemahics (New York: Farrar, *trauss, and Grioux, 
2002); M. du Sautoy, The Music oƒ the Priimes. Searchimes to Solee he 
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số những ví dụ lớn nhất của lịch sử về việc một sự kiện 
khoa học bị đánh giá thắp lúc đương thời, nhưng công 
trình của Riemann cũng đã được các nhà toán học tôn 
kính. Điều đặc biệt lạ thường là tổng hợp toàn bộ các 
công trình của Riemamn chỉ gói gọn trong chưa đây sáu 
trăm trang - chưa bằng độ dài của một cuốn tiểu thuyết 
thuộc loại hay ở thể kị 19. Cuốn tiểu thuyết Chiến tranh nà 
hòa bịnh của Tolstoy dài gấp đôi. Mặc dù tài năng nở 
muộn và qua đời trước ngày sinh nhật lần thứ bốn mươi, 
nhưng Riemann đã cách mạng hóa hầu như tất cả mọi 
thứ mà ông tham gia vào. 


CUỘC ĐỜI CỦA RIEMANN 


Sinh năm 1826, Rientann là một trong sáu người con của 
một mục sư Tin lành không tiền của. Đệnh lao hoành 
hành trong gia đình, và Riemann khóng bao giờ thực sự 
khỏe mạnh. Mẹ mất khi ông lên bảy, cha öng chính là 
người nuôi dưỡng các con. Một người anh qua đời trước 


Greatest Musterw mm Mathemalics (New York: Harper Collins, 23003). 
Cuốn sách của Derbyshire đã làm cực tốt công việc trình bày toán 
học cho độc giả không chuyên. Giả thuyết Riemann thậm chí gần 
đây còn được nhắc tới trong một cuốn tiểu thuyết trinh thăm (Pern 
GShaughnessy, ÀA Cøse dƒ Lies [New York: Random House, 200Ề5)). 
Một cuốn sách hay tuyệt vời và chứa đựng nhiều nội dung học 
thuật, mô tả cuộc đời và công trình của Riemann (tuy nhiên, nó đời 
hỏi một kiến thức toán học nhất định) là D. Laugwltz, Bernhard 
Riemainm 1826-1866: Turning Poinls ím thể Conceptfon of Mathematlics 
(Boston: Đirkauser, 1999) (Đây là bản dịch tiếng Anh từ tiếng Đức 
của A. Shenitzer). 
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ông, và ba trong só các em gái của ông cùng mát sớm. 
Riemamn rất có hiểu, mộ đạo, và nhút nhát. Bởi vì tính rụt 
rè, ông không bao giờ thật sự thoái rmaái bên ngoài gia 
đình riêng, của mình, và thấy công việc giảng đay là một 
thử thách. Làm thể não mà con trai của một miục sư 
nghèo, được chuẩn bị chu đáo đề nghiên cứu thần học, 
trọt chiều lại tự mình đứng trên bục giảng điển thuyết 
cho một nhóm người trong đó có Gauss, nhà toán học nói 
tiếng nhất Hé giới, về một chủ đẻ chân động mà tự thần 
Gauss còn không dám nói về nó? Chắc chắn Riemamn khi 
điển thuyết cũng đã biết, trong só các cử tọa còn có môt vị 
giáo sư triết học cực kt thần tượng Kant và có thể đứng 
phát lén phản biện bắt kì hoài nghí nào vẻ tính ưu việt 
của Euclid. Ta chỉ có thể đoán vẻ điều gì đã khiên ông can 
đảm như vậy, và chúng ta sẽ cùng thưởng thức một sự 
suy đoán nho nhỏ ở phản cuối của chương kế tiếp. 

Quá trình đào tạo và nền tảng của Riemann là kết 
quả của các nỗ lực về xã hội và kinh tế mà ngày nay vẫn 
còn góp phân định hình nân nên toán học và khoa học 
của chúng ta, mà việc hiểu rõ quá trình đó là rất quan 
trọng. Ông học ở nhà dưới sự dìu đất của cha mình cho 
đến năm mười bốn tuổi ở làng Quickborn tại xứ Hanover 
nước Đức, sau đó ông lên trọ học ở thị trấn gần đó, trong 
một trường gvmnasium. Ông lên Đại học Gottingen để 
nghiên cứu thân học vào năm l846. 

Nước Đức thời đó giông như một nồi áp suất đang 
sắp sửa nổ tung. Sau thất bại của Napoleon, Hội nghị 
Vienna 1814-1815 đã khôi pluạc một cách thành công cán 
cân quvên lực quen thuộc vốn có ở châu Âu trước thời kì 
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hỗn độn do Cách mạng Pháp gây ra. Một liên bang Đức 
lỏng lẻo với ba mươi lăm bang tự trị và bến thành phổ 
độc lập, tự da được thành: lập với mục tiêu chung là củng 
có vị thế của các hoàng gia, duy trì các đặc quyền cho 
tầng lớp quý tộc và giáo hội, và đập tất những ý tưởng 
khó chíư của phoòag trào Khai sáng. Sự cải cách tự do theo 
trường, phải của Napoleon bị cuộn ngược trở lại, kiểm 
duyệt được áp đặt và báo chí tự do bị cắm. 

Nhưng còn sâu đã cắn sâu vào trong quả táo chống 
đổi. Luật lệ hà khắc không duy trì được sự ồn định, và 
căng thẳng luôn xảy ra trong vòng ba mươi năm. Phẩn 
lớn đân số vẫn sống ở nông thôn, nhưng, rát ít tyười sở 
hữu đất đai mà họ đang trông trọt. Lượng người môi lúc 
một lớn chuyển đến các thị xã, thành phố. Các cuộc nỗi 
đậy lẻ tẻ về các vấn đẻ tiền lương, điều kiện sông, sự 
thiếu tự đo xã hội đã bị dập tắt một cách nhanh chóng và 
thường là dã man, dẫn đến tình trạng bạo động càng lúc 
càng gia tăng. Ngay cả thành phố ngái ngủ Gõttingen của 
Hanover cũng không thể tránh khỏi ảnh hưởng. Ngoại 
trừ những năm thuộc triều đại Napoleon dưới sự cai trị 
của vương quốc tạm thời Westphalia, phản còn lại thời 
gian, Hanover thuộc về các vị vua nước Ánh. Với sự lên 
ngôi của nữ hoảng Ảnh Victoria năm 1837, tất cả mọi điều 
đã thay đối. Pháp luật Hanover khóng công nhận tính 
hợp pháp của các nhà cằm quyên nữ, vì vậy chức vị công 
tước xứ Hanover được Victoria trao lạt cha ông chú trẻ 
tuổi nhưng cực kì bảo thủ là cöng tước xứ Cumberland. 
Ông nhanh chóng, huỷ hỏ hiện pháp tương đối tự do của 
Hanover. Bảy vị giáo sư nồi tiếng của Gốttingen - những 


http://tieulun.hopto.org 


t6 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


người đã kv một là thư phản đối - bị đuổi việc ngay sau 
đó, và điều này đã tạo ra một lăn sóng bắt bình lớn. Nó 
nhanh chóng lan rộng ra ngoài gio hạn của Hanover, bởi 
vì ở giai đoạn này của thể kỉ 19, đường sắt đã liên kết 
nhiều vùng cua Đức, và qua trình này đã giúp củng cỏ 
một nhận thức mới của những người Đức - đó là việc họ 
cùng chia sẻ một ngôn nøữ va nén tảng đi sản chung, 
Trên khắp nước Đức, các tô chức sinh viên đều nêu cao 
ngọn cò "Ehre, Freihcit, Vaterland” (Danh dự, Tự do, Tổ 
quốc). 

Quyên tự đo công đân đi đôi vơi cảm tình chủ nghĩa 
quốc g1a đã tạo lan gió mới và đây quyền năng, Sự thiếu 
thôn lương thực đã gây ra nạn đói năm 1847 và đẫn đến 
tình trạng bất ôn sau đó. Tháng 3 năm 1838, vua Pháp bị 
lật đổ, nền Đệ nhị cộng hòa của nước này lên ngôi đã kích 
thích cách mạng tại nước Đức. Những cuộc biểu tình 
không lỗ nổ ra ở các bang khác nhau dân đến sự ra đời 
của một hiên pháp bảo đảm quyền tự đo công đản và sự 
hình thành của một cơ quan chính phú dân chủ do dân 
bằu. Ngay cả hai bang quyền lực nhất, Áo và Phổ, cũng 
đã bị ảnh hưởng sáu sắc. 

Đó là nền tảng xã hội của những năm tháng mang 
tính định hình nhất của nhàn cach trí tuệ Riemann. Một 
thời gian ngắn sau khi đến Gồttingen vào năm 1846, ông 
theo học một vài món toán, và viết thư xin phép cha 
chuyển từ thần học sang toán học. Với sự cho phép của 
cha, Ricmamn đã trải qua những năm học 1847-1849 tại 
Berlin - chính là nơi khốc liệt nhất của cuộc cách mạng. 


Điều đó cũng đưa ong đến với trung tâm của sự hoạt 
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động toán học sống đông nhất trên thế giới. Ở đó, các 
giáo sư toán học nói tiếng như ƒakob Steiner, Car] Jacobi, 
Le;yeune Dirichlet, và Gotthold E›senstemm, thu hút sinh 
viên từ khắp nơi của châu Âu. Giải tích được áp dụng vào 
các hệ thống tính toán mới, với các kết quả tuyệt vời. Các 
hàm số mới với những. đặc tính đáng kính ngạc đường 
như được khám phá môi ngày. Các kham phá toán học, 
kết hợp với bất ổn xã hội và chính trí của những năm đó, 
đã tạo ra một môi trường phong phú, thú vị và hoàn toàn 
hỗn độn. Ở đó, Riemann đã lĩnh hội được chuyên ngành 
giải tích phức và rất nhiều ngành toán học mới. Ông tiếp 
thu được rất nhiều từ D2irichlet, một người thụ hưởng nền 
giáo dục Pháp và có cách tư đuy trừu tượng rât giống với 
Jiemann. 

Cách mạng bị đình trệ sau nhiều tháng phát triển. 
Đến mùa thu năm 1848, giới quý tộc Phổ đã giành lại 
quyền kiểm soát Berlin, quân đội lại can quét đường phó. 
Cuộc cách mạng bị thắt bại. Sự đàn áp trở lại và hàng 
trăm ngàn người dị củ qua M, gia nhập dòng người đi 
tránh nạn đói từ treland. Sự thất bại của những người 
cách mạng, hav còn gọi là những người Bỗn nươi tám, và 
sự lỗi hẹn với si thống nhất mang tính đân chủ sẽ gãy ra 
hậu quả tàn khốc sau này trong thế kí 20. 


SỰ XUẤT HIỆN CỦA TRƯỜNG ĐẠI HỌC NGHIÊN CỨU Ở ĐỨC 


Tuy nưhiền, chính hoàn cảnh đẫn đén cuộc cách mạng đã 
đóng vài trò quan trọng trong sự hình thành của mìột 
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trong, những vinh quang của thế kỉ 19: hệ thống các 
trường đại học nghiên cứu của Đức. †J2ây là mô hình giáo 
dục có hiệu quả nhất trong việc sáng tạo và truyền tải 
kiến thức đã từng xuất hiện trong lịch sử loài người. Bằng 
việc nuôi đưỡng nhân tài và tạo môi trường cho nhiều cả 
nhân có tải năng như Riemann phát triển, các trường đại 
học nghiên cứu này đã đưa nước Đức nối lên trở thành 
lực lượng đứng đầu thể gIới vẻ khoa học và toán học cuối 
thé kí 19 và đầu thế kỉ 20. 

Ngày nay, chúng ta mặc nhiên công nhận vai trò của 
cac trường đại học trong công cuộc tạo lập trị thức. 
Nhưng, 150 nãm trước, vai trò này chẳng rõ ràng chút 
nào. Trong thể kí 18, khoa học và toán học được giảng 
dạy chủ vếu ở các học viện quốc ma hoặc địa phương đa 
giới quý tộc tại đó bảo trợ. Trên hảu hết các vùng đất 
châu Âu, sự bảo trợ như vậy rát hạn chế. Ví du, tại Anh, 
ủng hộ tài chính từ hoàng gia cho Hội Khoa lọc Hoàng 
gia hầu như không đáng kể, và toán học phần lớn đành 
riêng cho những người đam mẻ nghiệp đư có năng khiếu 
- nhiều người trong số đó có vị trí trong trường đai học 
mà tại đó nghiên cứu không phải là một phẩn của yêu 
cầu công việc. Hỗ trợ từ hoàng gia cho Viện Hàn lâm Phô 
thì nhiều hơn, và viện hàn lâm này là trung tâm của khoa 
học và toán học trong thế kỉ 18 ở Đức, mặc đù các trường 
đại học - đặc biệt là những trường mới như Göttingen - 
mới là những trung tâm nắm giữ vị trí tiên phong trong 
một vài môn khoa học. Các học viện nghiên cứu của Pháp 
tập trung chủ yếu ở Paris?" và được hỗ trợ một cách tương 


” Cách mạng và Napeleon dà tập trung hóa hơn nữa giáo dục và 
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đối về mặt tài chính Cách mạng Pháp đã có tìc dụng tốt 
đối với nên khoa học Pháp. Thần học bị đấy ra ngoài 
Khoa học lên ngôi thông trì. VÀ toán học là nữ hoàng của 
các món khoa học Đầu thế kí 19, Paris la trune tâm trí tuệ 
của thẻ giới. Các trường dại học Pháp luön đúng cao hơn 
các trường đại học của nưởc khác trong công việc giảng 
dạy, và thậm chí còn cao hơn nữa ở các môn lí luận và 
nhân vãn. 

Bắt kì øi có lí trí đều không thể đự đoán răng trong 
những năm đầu 1800, Berlin hoặc bất cứ nơi nào khác ớ 
Đức, sẽ sỡm cạnh tranh với Paris trong, vai trò là trưng 
tâm khoa học và toán học. Đức đi sau Ảnh, Pháp, và Tây 
Ban Nha trong hàu hét mẹt lĩnh vực. Đức chậm trẻ trong 
việc thông nhất đất nước. chạm trễ công nghiệp hóa, 
chậm trễ đó thị hóa. Chiến thắng trước Phố của Napoleon 
tại Jcna năm 1806 đường như báo hiệu rằng thẻ kỉ mới có 
khả năng thuộc về Pháp. Hội nghị Vienna củng có sự chỉa 
cát, đảm bảo rằng các tiểu bang Dứực sẽ khôrgt sáp nhập, 
và rằng những điều kiện xã hội và kính tễ cũ sẽ tiếp tục 
äp đặt. 

Tuy nhiên, nghịch lí thay, sự chia cát, sự cạnh tranh 
piữa các tiến bang và sự tương đối lạc hậu của nền kính tế 
nước Đức đã tạo ra động, lực cho các trương đại học Vườn 
lên lớn mạnh. Vua chúa địa phương tư hào về các trường 
đại học của họ, và hỗ trợ cho chúng một cách thiêu nhất 
trong khả nàng có thể. Các giáo sư toàn năng không 
nhiều, và thường được tiên cử bởi các giáo sư toan năng 


quản lí ở Paris. Nhưng nưay cả nếu muốn thì người Pháp cũng 
không thể phần tán thứ gì được. 
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khác. Các trường đai học gianh giật những giáo sư glỏi và 
quan trọng nhất, đo vậy các cá nhân được bố nhiệm dựa 
trên cơ sở thành tựu của họ. Thống lệ thuê giáo sư giỏi từ 
trường khac tạo cơ hỏi cho hợp đồng của họ được đàm 
phán lại và đem lại thẻ mạnh chớ từng piáo sư trong khi 
thương thảo các điều kiện làm việc. Nhờ vậy, Gauss đã 
yêu cầu Göttingen lập mót dài thiên văn đành riêng cho 
ông. Hơn nữa, điều kiện xã hội đã cho phép sự nghiệp 
học tập trở thành một phương tiện thăng tiên cho thanh 
niên Đức. Do như cầu và sự cạnh tranh cao của sự nghiệp 
học thuật, các giáo sư đang tiến hành các nghiên cứu 
mang tính chất mũi nhọn có nhiều cö hội hơn trong việc 
thu hút sinh viên giỏi. Điều này càng đem lại danh Hếng 
cho trường đại học, và rồi đanh tiếng đó lại thu hút nhiều 
piáo sư giỏi. Và cứ tiếp tục như vậy. 

Theo kinh nghiệm của nước Đức ở thẻ ki 19, sự đi đếi 
của tuổi trẻ và kinh nghiệm, nghiên cứu và niảng đạv, đã 
làm cho các trường đại hoc trở thanh các trung tâm 
nghiên cứu khoa học một cách rất tự nhiên và đây tú ví. 
Nhà toán học và triết học Alfred North Whitehead đã có 
nhận xét rất xác đáng khi viết, "Y nghĩa xac thực của một 
trường, đại học nằm ở chỗ nó phải đảm bảo sự liên két 
giữa kiến thức và niềm say mề của cuộc sỏng, bằng cách 
đem thanh niên và người cao tuổi lại gần nhau trong một 
thẻ giới tướng tượng của việc học... Bị kịch của thể giới là 
ngươi giảu trí tưởng tượng thì lại ít kinh nghiệm, và 
những người có kinh nghiệm thì lại có trí tưởng tượng 
yếéu ớt. Kẻ ngu muội hành động theo trí tưởng tượng, mà 
khóng có kiến thức; người thông thái giả tạo thì hành 
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động theo kiến thức nhưng không có trí tưởng tượng. 
Nhiệm vụ của trường đại học là hoa quyện trí tưởng, 
tượng. và kinh nghiệm với nhau.”! Không phải ngẫu 
nhiền khi mà đóng góp mạng tính quyết định trong các 
ngành khoa học và toán học thường được thực hiện bởi 
những ngươi trẻ tuổi. Những lĩnh vưc như vậy thường 
phát triển dựa trên những thách thức hơn là vào sự thu 
nạp trí khôn. Trong khi ở Đức, người ta có thẻ được bổ 
nhiệm làm giáo sự ở độ tuổi tương đối trẻ thì các vị trí tốt 
nhát tại Pháp nắm ở Viện Hàn lâm Khoa học Quốc ta 
hay College de France2ˆ. Cách mạng Pháp đã kích thích 
sư phát triển của khoa hoc bằng cách bô nhiệm nhiều vị 
trí trong những tô chức nay, qua đó tao điều kiện cho các 
cá nhân trẻ Tuy nhiên, các sự bỏ nhiệm thường là trọn 
đời, và, khi thê ki 19 đi qua, nhũng vị trí ở các học viện 
như vậy thường đến tay các nhà khoa học hay toán học 
sau những năm mà khả nắng tưởng tượng của họ là tốt 
nhất đã trôi qua - những nàm đó, họ cực nhọc lo việc cài 
thiện vị trí việc lầm và đành ít thời gian cho nghiên cứu. 
Tất nhiên, sự cạnh tranh p1ưa các tó chức giáo dục 
đào tao (và giữa các hoàng gia hỗ trợ họ) khòng phải là 


nguyên nhân chính làm đảâv lén các trường đai học 
` : Đ : › 


“CA CN. Whitehead, "Univarsiics and Ther Eunction”, trong The 
Ainhs 0F EduenHorr and OHer Essaus (New York: Macnnllan, 1967), 93 
"* Một húc viền nghiên cứu khoa húc đặc biết của Pars, Pháp. Hục 
viện có nhiều Khoa khác nhau liên quan đến khoa học tụ nhiền, 
khoa học xã hội và nhân vấn, Hằng năm, ]iục viện tổ chức nhiều 
khóa hoc khác nhau miến phí đành cho Mội người Tpày nay, các 
khớa bọc này cũng dược ghí hình và đưa lên trang mang của học 
viên, w+vW.college-dv-Íranece.Ér. 
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nghiên cứu. Tháng lợi của Pháp đưới quyền Napoleon 
năm 1806 cũng gián tiếp Đ8óP phân. Nó Bav ra rắt nhiều sự 
tự vấn lương tâm ở khắp các tiểu bang của Đức, và tạo 
điều kiện cho một số cá nhân nằm ngoài hệ thông trường 
đại học đóng góp vai trò trong việc nâng cao chát lượng. 
Hai trong số đó là anh em von Humboldt. Wilhelm (1767- 
1835) là Bộ trưởng Bộ Giáo duc Phố tư năm 1809, giám sát 
sự Phát triên một hệ thông nhằm củng cấp muột nền giáo 
đục tốt đẹp cho mới tầng lớp xã hội. Đại học Berlin mở 
cửa nảm )810 với mục đích rõ ràng là trở thành trường 
đại lọc tốt nhất trên thế giới. Alexander (1769-1859), một 
học giá, dành phần thừa kế giàu có của mình cho một 
chuvén dị kéo đài nhiều năm nhằm khám phá các vùng 
Amazøn. Được đào tạo như một nhà địa chất, ông làm 
việc trong nhiều năm để biên soạn cuốn sách đỗ sộ mô tả 
chuyên khám phá của ông. Ông trao đổi thư từ thường 
xuyên với nhiều nhà khoa học hàng đầu thời đó. Khi ở 
Mĩ, ông đã tới thăm Thomas Jefferson, lúc đó đang trong 
nhiệm kì tổng thống thứ hai của mình. 

Cả hai anh em von Humboldt đều vêu thích đơi sông, 
trí thức tại Paris, và quyết tâm tạo ra một bẫu không khí 
tưởng tự tại Berln. Alexander đặc biệt đánh) giá cao toán 
học, ông có công hỗ trợ về mặt tỉnh thần và tài chính chà 
một só nhà toán học trở tuôi ở Berlin. Đại học Berlin đã 
vắt nỗ lực để thu hút Gauss ra khỏi Göttingen trong thập 
kỉ 1820, nhưng Gottingen đã đánh bạt lời mời đó và có 
giữ ông ở lại. Tuy nhiêu, một khoa toán đầy sinh khí đã 
được thành lập trong những năm 1830 tại Đại học Berlin. 


Alexander đã tốn nhiều công sức để vận động đưa 
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Lejeune Dirichlet về Đại học Berlin. Sự bổ nhiệm nay gáy 
tranh cãi nhưng sáng suốt, Dirichlet thực sự đem lại sức 
hút trí tuệ cho Berlin và có ảnh hưởng một cách đặc biệt 
đến Riemann. 

Một cá nhân khác nằm ngoài hệ thông các trường đại 
học và cũng đã có đóng góp mang tính chất quyết định 
cho nền toán học Đức là một công chức đân sự Phổ tên 
August Crelle. Là một kĩ sự dân dụng, ông rất thích toán 
học và đã thành lập một tạp chí toán học hàng đầu trên 
thế giới tại thời điểm đó: Jowrnal fir địe reine und 
angeioandle Mlathemafik.” Mặc dù mang tên đó, tạp chí này 
hầu như chỉ đành chỗ cho toán học cơ bản, và vẫn tỏn tại 
đến ngày nay. Hiện nay cũng như lúc đó, nó được biết 
với tên gọi Tạp chí của Crelle (Crelle's journal). Crelle gản 
như không bao giờ sai lầm trong việc phát hiện ra các tải 
năng toán học, ông đã cho xuất bản rát nhiều công trình 
ngày nay trở nên nỗi tiếng của các nhà toán học trẻ tuổi 
nhưng chưa được biết đến thời đó. Cũng giỗng như 
Alexander von Humbaldt, ông quen biết, khuyến khích, 
và giúp đỡ nhiều người trong số họ. 

Đến giữa thể kỉ 19, các trường đại học Đức không 
có đối thủ nếu xét về chiêu säu và chất lượng của toán 
học và khoa học. Cũng giống như các trường đại học 
thời Trung cô trước đây, các trung tâm nghiên cứu này 
ra đời một cách tự phát trong một môi trường đặc biệt 
thuận lợi. Đây là những tổ chức hình mẫu cho các 


* Tựa đề của nó được dịch thành Tạp chí tưin học cơ bản bà ứng dụng 
(Journal for Pure and Applicd MathemaH<3). 
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trường đại học lớn của ngav nav, và đóng vai trò then 
chót trong sự bùng nỗ của toan học và khoa học - đã 
Hếp nhiên liệu cho thời đại chúng ta. Những trường đại 
học này đem lại sự tự đo chờ sình viên, sở hữu đối ngũ 
Các giáo sư biết cach ươm mâm tài năng, đạc biết đào 
tạo tản tâm ngay cả đói với một người có xu hướng 
sống nội tắm như Riemann. Khi trở về tụ Rerlin nãm 
Lä49, ông nghiền cứu vật lí và triệt học, và hoàn thanh 
chương trình tiễn sĩ năm 1851 dưới sự hướng dân của 
Gauss Lưận án cua ông phí thường xet ở mìọi khía 
cạnh liemann sử dụng một nguyên lí mà ông xem là 
mình học được tự Ditichlet để tạo và những bước tiến 
rat lớn trong một lĩnh vực mới gọi là giải tích phức. Lình 
vực này là kết quả của việc áp đụng các phương pháp 
uiải tích đối với sô phức - các số thu được bằng cách 
cộng thêm vào số thực cần bậc hai của một số âm” 
€auss ca nượi tính độc đáo của luận án Riemann tronp 
bản báo cáo của mình và tìm đủ mại cách đẻ Riemaan ở 


lại Göttingen sau kh? bảo vệ luận án. 


? Kí hiệu số vứ dụng ngày này có niệt lịch sử nẻng rất đài ma 
chúng ta không bàn tới ở đây. Bạn có thể xem số uc Tà một số àm, 
bang không hày một số dưỡng có thê viết bằng một số thấp phần 
(cớ thể lờ vô số): đó là môi số nguyén cộng với một số từ 0 đến 1 với 
khả nàng mở rộng đến võ xó số sau đân phấy Số 10.88901, 
z=3.1241592...,~I 4142...(= -V2\, 1000, Ö và -31Z.2 lÀ số thức. Số phức 
được tạo ra bằng; cach thêm vào số thực cần bác hai của một số âm, 
Các xỏ phức có thể được viết dưới đạng A+1b trong đó =-l và a,b 
là các số tực 
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BẰNG HABILITATION 


Tại Dức, cũng như các nước khác, quá trình học tập 
cũnÿ giông với những øì mà Đại học Paris thừa hướng 
từ thơi Trung có. Một sinh viên đầu tiên sẻ làm tiễn sĩ, 
băng này cho phép anh ta (có rất ít phụ nữ - đo tục lệ xã 
hội và định kiến công khai khiến họ rất khó khăn theo 
đuổi nên giáo dục đại học) trợ giảng trong các khỏa học. 
Nghiên cứu sinh sau khi tốt nghiệp se tiếp tục nghiên 
cứu luận án cao hơn luận án tiến sĩ, công bố kết quả qua 
mìột bài viết (HabtlitaFtonsclft, hoặc luận án Habi)ttation), 
và trình bày một bài thuyết trình nhậm chức trước công 
chúng (bài thuyẻt trình Habilitation). Cả hai tác phẩm - 
bài viết và bài thuyết trình được đánh giá bởi một hội 
đồng các giáo sư. Sau khi nghiên cứu sinh qua được kì 
sát hạch Habihtation, anh ta có thể được bố nhiệm vào 
các trường đạt học như là một giáo sư đặc biệt, nản 
giống với chức vị trợ lí giáo sư ở trường đại học Mĩ ngày 
nay. Lương ràt thắp. Các vị giáo sư đặc biệt mới được bố 
nhiệm này có quvẻn được đưa ra các giáo án của mình ở 
trường đại học, và có thể nhận được một phần từ số Bên 
học phí mà các sinh viên trả để theo học các khóa học 
của họ. Nếu khóa học thu hút một số lượng, đủ nhiên 
các sinh viên, số tiền đó cùng đủ để sông. Tất nhiên, sự 
đảm bảo và một thu nhập cao hơn chỉ đến khi họ được 
bổ nhiệm vào một trong rát ít các vị trí piáo sư thường 
nhiệm (professor drdinarfius). Khi đó, tiền lương cho một 
vị trí như vậy sẽ được bảo đảm và thanh toán bởi chính 
quyền bang. 
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Để chuân bị cho bài thuyết trình nhậm chức của 
mình, Riemann đưa ra ba chủ đề mà ông dự định sẽ dùng 
để phát biểu sau nav với khoa. Ông đã thực hiện một 
công trình mang tính đột phá liên quan đến chủ đề dẫu 
tiên, chủ đề thứ hai thuộc về phạm vị mà ông là một 
chuyên gia, và chủ đẻ thứ ba là Ì!bø) Hupothesen đíe dcr 
Geometrie zu Grunde lieeen (Về những nên tảng nâng đỡ 
hình học). Riemann đã từng không nghiên cứu bắt cứ 
điều gì liên quan đến hình học, mặc đù ông hắn đã phải 
tư duy về chủ đề này trong một khoảng thời gian nào đó. 
Quyền lựa chọn chử đề lại rơi vào người hướng; dân, tức 
là Gauss, và trong thực tế, người hướng đân thường chọn 
chủ để mà ứng cứ viên cảm thấy thoải mái nhất, Tuy 
nhiên, Gaunss đã chọn chủ đẻ thứ ba, chủ đẻ mà ltiemann 
đã đành thời gian nghiên cứu ít nhất. Người bạn và đồng 
nghiệp của Riemann là Dedekind viết rằng Gauss đã phá 
VỠ mụi truyền thống và lựa chọn chủ đề thứ ba "bởi vì 
ông thích thú muốn biết chàng trai trẻ kia sẽ xử lí một chủ 
để quá khó như vậy bằng cách não."” 

Chi Hết về mỗi quan hệ giữa Gauss và Riemamn bị 
mai một theo thời gian, vị vây không có cách nào để biêt 
lí do của Gauss đẳng sau sự lựa chọn chủ đề. Bởi vì họ 
công tác cùng một chỏ, khỏng có bức thư viết tay nào 
giữa họ lưu lại việc trao đôi các ý tưởng. Chỗ trông này 
được lắp đầy bằng đủ mọi suy luận, trong đó có một suy 


1, Dedekuut, "Bernhard Riemann's Lebenslaut" trong l1. Weber, 
biển tạp, Đernhhlf [enu011rs gesanHmtellt nalhemmflláche Woike thui 
t0Lsstischln[Hiclel Nachỉzss, 2n đ ed, (Leipztg: Teubner, 1892), 553. 
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luận cho rằng Gauss không hoàn toàn đánh giá cao khả 
năng của Riemann. Điều nảy có vẻ như không đúng, vì 
có bàng chứng viết tav cho thấy Gauss rất ngưỡng mộ 
luận án của Riemann và đã cố giữ ông ở lại Gö(tingen. Về 
phản mình, Riemamn biết rất rõ còng việc của Gauss. 
Thậm chí nếu Gauss và Riemann đã không trao đổi về 
hình học, thì Riemann cũng chắc chắn có thể đoán ra mối 
quan tâm của người thầy hướng dẫn vẻ các nền tảng cơ 
sở của hình học thông qua các công trình của Gauss về bè 
mặt trong không gian ba chiều và bài điểm sách của ông. 
Hơn thế nữa, Riemann rất thân cận với Wilhelm Weber, 
nhà vật lí tài năng và là con rễ của Gauss. Là một trong 
bảy giáo sự của Göttingen bị sa thải bởi vị công tước phản 
động, Weber dược phục chức trang cuộc cách mạng năm 
1848. Gauss rất tin tưởng Weber và luôn thông tín cho 
Weber vẻ cóng việc của mình vẻ tiên để song song và 
hình học Phi-Euclid. 

Nhìn chung, thật khó có thể chấp nhận giả thuyết 
rằng Riemann lại không nhận ra việc đưa ra một bài 
thuyết tnh về nền tảng của hình học là không thể cưỡng 
lại đối với Gauss. Nhưng điều này không ngăn cản ông 
cảm thấy hối tiếc vì đã hệt kê hình học là một trong ba 
chủ để Hểm năng. "Con ngày cảng tin rằng Gauss đã 
nghiên cứu chủ đề này trong nhiều năm qua, và đã bàn 
về nó với một số người bạn (Weber là một trong những 
người đỏ)”, Riemann viết cho cha. Về phần Gauss, ông 
không đến nỗi quá ấu trĩ khi chọn chủ để này nếu ông 
không nghĩ rằng Riemamn sẽ có một cái gì đó thú vị để 
trình bày về nó. 
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Dù gì đi nữa, chúng ta cũng phát cảm ơn Gauss đã 
bất buộc bài thuyết trình phải điền ra. Bài thuyết trình 
của Ricmann - vì vậy rõ ràng là hưởng, đen riêng Gauss - 
bắt đầu bằng kết quả của người thây vĩ đại và từ đó biến 
đổi hoàn toàn những kết quả đó. 


RIEMANN ĐÃ NÓI GÌ 


Đầu tiên Riemann phân biệt khải niệm không, gian với 
hình học: hình học được xem như là một câu truc phụ 
nằm trong không gian. Ông định nghia mội không gian 
là một tập hợp các điểm, và một đa tạp là mọt loại không 
gian đặc biệt bao gồm các khu vực mà các điểm của 
chúng có thể được đặt tên băng một tập hợp các số. 

Đa tạp đơn giản nhất, thường ký hiệu là R, là trục số, 
- nghĩa là, chúng ta tưởng tượng vẻ các số thực một cách 
hình học bằng cách nghĩ về chúng như các số tương ứng 
với các điểm trên một trục đường thăng. Để lam điều này, 
hãy vẽ một đường thăng, mà chúng la tưởng tượng rằng 
chúng kéo đài mãi mãi ra cả hai phía. Ta chọn một điểm, 
gán điểm đó với sô không, chọn một đơn vị chiều đài (ví 
dụ, mót cm, môt "mìch, một sải, một năm ánh sáng...), và 
chọn một hướng từ số không (tổng cộng chỉ có hai 
hướng) mà ta quy định là hướng dương. Đối với mỗi số 
thực (lương, chúng ta gán nó vào điểm nằm trên phần 
đương của trực số và cách xa số không một khoảng cách 
bằng đúng số lượng đơn vị chiều đài tương ứng với độ 


ˆ ` L$ s xe „8. ^ bơ ˆ " « “ s%. „ + 
lớn của no. Đôi với mỗi sô âm, chúng ta gán nó vào điểm 
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năm trên phân ảm của trúc số, bén tay trái cách xa SỐ 
không một khoảng cách hăng đúng số lượng đơn vị chiếu 
đài tường ứng vơi độ lớn của nó.” 


Đa tạp đơn giản nhất kế tiếp là mặt phẩng RẺ, m 


)‹ 


chúng ta có thể nghĩ nó tương ứng với những cặp số 
thực. Đề lầm điều này, hãy tương tượng các trang của 
cuủn sách nay kéo dài vô tận lên trên và xuống dưới, qua 
phải và qua trái. Chọn hai trục số khác biệt cắt nhau tại 
điểm tưởng ứng với số không của mỗi trục. Cách quen 


^ Ví đu, vẽ mốt phần của đương thẩng như vậy, chọn mọi chếm ở 

giưa lầm số không, lây centfimet làm đơn vị chiết đãi và hướng bén 

phát là hướng đương, la sẽ có: 
C - 

D hương dương 


N ` 


` 


đọn vị chiếu dài 





;ữiaJ c. Điểm 0. đan vị độ dài và hướng dưang. 


“ˆ 


Để xác định số L, ta chọn điểm cách điểm Ø0 đúng 1 centimet về phúa 
phải. Để xác định só 2.35, ta chợn điểm cách điểm 0 đúng 2.25 
centimet về phía phải Đẻ xác định các số âm, ta chón điểm cách 
điểm 0v ẽ tiên trái: -1 ứng với điểm các điểm Ö đúng 1 cenhiimet vẻ 
bên trái, -3.25 cách điểm 0 2.25 đơn vị về bên trái, và cứ tiếp tục như 
vay. 

"GÀU  =j 0 1 2.25 


——. 
“OT—ẽễẽ kKm——— 


Hình đ Tục 5Ố. 
Còn số 100000 thị xao? Số đó không nằm trên trang giấy nay 


Ã = ˆ £ + Z . » ` 
những vàn năm trên trục số, cách chúng ta 100.000 centimet về bên 
phải, 
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thuộc là vẻ trục đầu tiên năm ngang với hướng dương 
nằm ở bên phải, trục thứ hai đứng thẳng với chiều đương 
hướng lên trên. Đây chỉ là quy ước, ta có thể chọn các 
cách khác nhau để định hướng cho các trục số. Tuy 
nhiên, điều quan trọng là một khi đã chọn xong những 
L\ ` Z ..Ã Ấ ` x Á Zz ˆ vị 
trục số này, chúng ta liên kêt từng cặp số với một điểm 
ˆ - * > ~ Ấ ^ .A - 
trên mặt phăng, băng cách xem con số đầu tiên trong cặp 
số đó là khoảng cách song song với trục thứ nhất, hướng 
được quy định bởi đầu âm đương và số thứ hai trong cặp 
sở đó là khoảng cách song song với trục thứ hai.” 


” Vì vậy, cặp số (2, 3) tương ứng với điểm trên mặt phàng có hai 
đơn vị độ đài trên trục thứ nhất về hướng, đương và 3 đơn vị trên 
trục thứ hai. Cặp (-1, 2.2) tương ứng với điểm có 1 đơn ví độ đài 
trên trục thứ nhất về phía trái và 2.2 đơn vị song song vơi trục thứ 
hai vẻ hướng dương. 


(2, 3) 


® 
(-1, 2.2) 





/Jình e. Mặt phẳng dưới dạng các cặp số. 


Nhân đây, nên chú ý rằng thứ tự các số trong cặp số rất quan trạng: 
Ta cô ý chọn (2,3) và (3,2) là các điểm khác nhau. Và chúng đúng 
thật là khác nhau. Nếu bạn chọn các trục theo các hướng khác 
nhau, bạn vẫn có thể liên kết một cặp số với một điểm trên trang 
giấy. Với bắt kì cách nào đi nữa, cũng có sự tương ứng giữa các cặp 
số và các điểm trên một trang giấy kéo đài đến vô tận về mọi 
hướng từ trang giấy. 
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Không gian Ba chiên RỲ là tập hợp trong đó các điểm 
là các bộ ba sö thực (ng giông như RẺ, thứ tự là rãi quan 
trọng). Trước tiên, chúng ta hãy hình dụng không gian 
này một cach hình học báng cách chọn ra ba trục số cùng 
giao nhau tại mốc số không của mỗi trục và không có trục 
nào nằm trên mặt phẳng tạo bởi hai trục kia. Ta không 
thể vẽ không gian này trên một tờ giấy (vì nếu như vậy 
thì cá ba trục sẽ nằm trên cùng một mặt phăng của tờ 
giấy), nhưng chúng la có thể vẽ hai trục trên mặt phẳng 
của tờ giäv, và tưởng tượng trục thứ ba đâm ra khỏi tờ 
giây từ giao điểm của hai trục kia và vuông góc với cả 
lai. Ví dụ, chúng ta trưởng tượng về bộ ba số (2, 3, -1) 
ahứ là nó tượng ứng với điểm có hai đơn vị độ đài về 


+ , £ ^ .- . Z 
hướng dương của trục số đâu tiên, ba đơn vị theo hướng 


Š Fheo cach truyền thông, người tạ tưởng tượng ba trúc này được 
bóp En ớ lau một Œ voi ánh sáng đậm ở đăng sau và vẽ bóng của 
chủng xuống mắt phăng như rong Hình È. 


/#fình £ Biểu diễn bộ ba số thực. 
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đương của trục số thứ hai, và một đơn vị thea hướng âm 
của trục số thứ ba.” Bọ ba số (2.5, -1, 3) tươru> ứng với một 
điểm khác có 2.5 đơn vị độ đài về hướng dương của trục 
só thư nhất, 1 đơn vị độ đài theo hướng âm của trục số 
thứ hai, và 3 đơn vị độ đài theo hướng đương của trục số 
thứ ba. Ta tưởng, tượng không gian ba chiều kéo đài đến 
vỗ tận về mọi hương, nìôi bộ ba số được gán với chính 
xác một điểm. 

Riemanmn không dừng lại với các con số, các cặp sở, và 
cac bộ ba số. Nếu ø là một số nguyên đương bất kì, ta có 
thể liên tưởng đén một tập hợp các bộ-H-sô-tlrực-co-l]if-F 
như là một không gian - gọi la không gian-thực-n-chiều 
và kí hiệu là R". Mỗi “điểm” của nó là một hộ-¡i-số-thựực và 
nó có 00-chiêu bởi vì nó cần " số để xác định bát kì một 
điểm nào. Chúng ta không thể có hơn ba hướng độc lập 
trong không-gian-ba-chiêu, bởi vì, ví dụ như nếu chúng 
ta bỏ trí một trục thứ tư trong không gian ba chiều, thì các 
điểm trên trục thứ tư có thẻ được mô tả bằng bộ ba số 





” Với quy tước như trên, ta có thể vẽ bộ ba số (2,3, 1) như Hình ø. 


trục số thử ba 








trục số thứ hai 


(2, 3, -†) 


trục số thứ nhất 


đình g Hình về bộ ba số thực. 
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biểu diễn vị trí của nó đối với ba trục đầu tiên. Mặc dù 
chúng ta không thể thực sự vẽ được một bức tranh của 
không-gian-z-chiều nếu ø lớn hơn 3, nhưng điều này 
chẳng có gì kì lạ hoặc không tưởng. Ví dụ, nếu z là 5, thì 
không-gian-năm-chiều chỉ là tập hợp của các bộ năm số 
thực. Chúng ta đêu đã biết thế nào là các số thực, và một 
bộ-năm chỉ là một tập hợp có thứ tự của năm số mà thôi. 
Vậy thì đâu là vấn để néu chúng ta không thể vẽ nó? Một 
đa-tạp-n-chiều la một tập hợp mà trong đé tập hợp các 
điểm ở lân cận một điểm bắt kì giống như (nghĩa là, đồng 
phôi với) một khu vực của không gian--chiều. Cũng 
giống với trường hợp mà » bằng 2 hay 3, dối với ¡¡ bắt kì, 
đa tạp ú0 chiều đơn giản nhất là không-gian-thực--chiêu 
và có vô số các đa tạp-n-chiều khác nó. Riemanrt thậm chí 
còn chấp nhận các đa tạp có số chiều là vỏ hạn. 

Euclid đã xây đựng đạng.hình học mang tến ông dựa 
trên một số thuật ngữ mà ông tự đưa ra để mô tả chúng, 
nhưng những mô tả đó thực chất khóng định nghĩa 
được: điểm, đường thẳng, mặt phẳng. Đúng vậy, ta có 
thể liên hường một điểm như một con số, các điểm trên 
một đường thẳng như là trơng ứng nột-một với các SỐ 
thực, hay các điểm của một mặt phẳng là tương ứng một- 
một với các cặp số. Nhưng đẻ hiểu được lí thuyết của 
Euclid ta còn phải cụ thể hơn nữa. Riemann lập luận rằng 
khoảng cách là một khái niệm còn cơ bản hơn các khái 
niệm ban đầu mà Euclid đã đưa ra và phải được xác định 
rõ một cách độc lập. Riemamn là một người thầy vĩ đại vẻ 
giải tích, và phương pháp mà ông đẻ xuất để xác định 
khoảng cách trong đa tạp là rất thú vị và đem lại nhiều lợi 
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ích cũng như các ý tưởng khac của ông.” Ông quan sat 
thầy rang một khi ta đã Bm ra cách để đo tốc độ đọc theo 
bất kì quỹ đạo nào trong một đa tạp, phép nh ví tịch 
phần sẽ tự động cho ta cách đo độ đài của đường, còng 
trong đa tập đó, đại só (và lượng giác) tự động cho tà cách 


do góc.`' Chúng ta sử dụng từ mềf1c để chỉ đèn phường 


` Giải tịch (analvsis) là một nhánh của toán học với cac đôi lượng 
của tính toán là hàm số, mới hạn, đao hàm, và những, gl sẽ xaV rà 
khi sự vật trở nên cực kì nhỏ hoạc cực Kì lớn. Bạn có Hế ghi han 
SỐ mồng như một cô máy liên Két các phần tử cưa mỗi tắp hợp với 
các phần tư cua tập hợp khác. ? th phân (CalculuA) nghiên cứu 
hàm số thav đổi nhữ thể nào và cũng cấp các công cự xác định tốc 
độ thay đối của một hàm số tại một số phẩn tử của tập hợp (pï phân 
(differentiation)) và ngược lại, xae định nààt hàm số dựa vào tốc độ 
thav đối cho trước của 1ö tát piỗi phán từ trong tập hợp (ch phân 
(untewratian)J Ñlãc qư táng, cơ Bàn thị đơn piản, chỉ tiết có thể 
tắt phức tạp, Tài pl¿ú cát thận trong Khí xắc định tốc độ thay đổi 
(đước gọt la đạo lruớ tđetivauven) của mọt hàm số, Đây lai là một đói 
tường toạn học khác, Huườưng là một hàm số trong một không gian 
Khác, trên phát cực KL cần than, đác Diệt là trong, các không giàn 
phức. loan bò kiviaA hoc đầứ bến cua ví tích phần nghiên cứu các 
Voai Tam sở đặc biệt lien Két số thực voi số thực (nphia là, các hầm 
sở tự ER, hoặc Vật khoang taneg TẾ chén R), Đạo hàm (tốc độ thay 
dÖn cửa mọt hầm số bạt kì tại mót so thực là một con số. 

T Hi với độc đa còn nho mụt TẾ ví thí phần, bạn có thể xem một 
lam số tranea Tiên mặt đa tạp ah mot đường trong đa tập tường 
tượng các số thức là thuờt giàn, và điá trí của hầm số ở từng thời điểm 
la vì trí tác thớt điểm đo Neóu la tấp có ø chiều, đạo hầm của một 
hạn tài Bắt Kì thời điểm nào ta một ñà»2-phâJt lử @1-frrpfes). Các nhà 
loan hoc phần biết tia ha--Hfki¿ fr clài điện cho đạo hàm và hồ-r- 
phú tự đáy dàch chủ các Vụ ỨC tron va tập, Bó đầu tiên được gọi là 
ma lÐ (hmg TY f2 sân Nế) VÀ bộ sau vi ước sói là điểm, Ta có thể tưởng 
tượng tẦb hơn TẤT ca các vechr tắt mat điểm trên đa tạp như mốt tập 
hợp TẤT cả vấn lốc của các đường công đi qua điểm đó, Tập hợp các 
vưcld tài mÓt điểm trên đã»taps-c Llued là tứ ứng một-một với TY", 
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pháp đo tóc dò đọc theo các đường camsw, hoặc đo khoảng 
cách gia hài điem VỚI Rtemanp, ca hat dieu này đều 
như nhau, 


^ 


Hơn nừa, chúng: tà định nghĩa đương ung Tà quy đạo 
cð khoang cách ngàn nhi già hai điểm. [Dường này 
được gọi là đường trắc đa (2eodes+7, Đối với những người 
sống trong một không gan nào đo, những đường trắc địa 
cửa không gian naV trông có VẲe Hhẳng. Và một khi có khái 
niệm như vậy VỆ đường thẳng, chúng tà có thể định 
nghĩa tan giác nhất là những hình ảnh giới hạn bởi bà 
đoạn trắc địa Và một khi chúng ta có các tam giác, La có 
thể đính nghĩa đồ cong (curvature), Trong một đa tạp hai 
chiều, độ cong ở môi điểm chỉ là số đo độ chênh lệch cua 
tông các góc trong một tam piác có đỉnh tại điểm đó so 
tới [SU chủ. Chính xác hơn, đó là độ chênh léch so với 180 
đó khi mà bễ mặt của tam giác có lại. Độ cong đương có 
nựl[a là tam piác có tổng các póc lớn hơn 180 độ, độ cong 
âm nghĩa là tam giác có tông các góc nhỏ hơn 180 độ, và 
độ cong bằng không là khi tam giác có tông các góc chính 
xác hãng TRÒ độ. 


——____—-a————=—¬*—-—+.e>xz>—=—~--- — 


W Vật có thé xem mỗi điểm trên đa-tap-n-chiễn mà có một không 
tiện các vectở vàn tốc Hiến kết với nó là mọi bản sao của R". Đay dược 
tÁM LÀ KÍRiúw 6ì Nơmtt xne (tAngenE sPace) với đa tập tại một điểm cho 
Điước, và chỉ la Lập hựp của tất cả vận tóc có thể có, hay đạo hàm của 
đường còng bát Kĩ nào đí qua điểm đo, Dể xác định một mềtric, bạn 
phái xác định đưac chiều đãi của môi véctơ vận tốc (mà chúng tạ 
xem mông nhữ tóc đo) tài từng điểm, Riemann đã chọn mót lốp các 
melme cực Áì thú và, bang cách tự guất lan tính trong, taot lớp các 
ham số trên không gian Điệp xúc voi đụ tạp tại ty điểm cũ va đe 
xư lí nhưng cùng dìủ bao quát để năm bất được tốt kiạt các liệu 
Hượng thú vì vẻ mặt toán học 
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Trong một đa tạp có số chiều lớn hơn hai, ta có nhiêu 
mặt phẳng hai chiều khác nhau đi qua một điểm. Và 
chúng ta có các độ cong khác nhau của các tam giác trắc 
địa khác nhau tiếp xúc với các mặt phẳng tiếp tuyến khác 
nhau tại điểm đó. Độ cong không phải là một số, mà là tất 
cả tập hợp này, mỗi một sỏ tương ứng với một cặp hướng 
tại mội điểm (Mỗi cập hướng vác định mội mặt phăng 
trong không gian được tạo bởi tắt cả các hướng, và mặt 
phẳng này lại tiếp bạc xác định môi bẻ mặt hai chiều được 
tạo ra bởi các đường, trắc địa tiếp xúc với các hướng của 
mật phẳng đó.). Công cụ toán học đừng để lẫn đờ ra các 
độ cong khác nhau theo các hướng khác nhau gọi là ten- 
xơ độ cong Riemanh (Riemamn curvature tensor). 

Trong cuốn sách nhỏ của ông về hình học vỉ phần 
trên các bẻ mặt, Gauss đã định nghĩa độ conp của một bê 
mật trong khóng gian ba chiếu bằng cách sử dụng những 
thuộc tính của các đường vuông góc với bê mặt đó. Định 
nghĩa của ông se trở nên vỏ nghĩa trong các trưởng hợp 
khác, bởi vì đẻ xác định một đường vuóng góc với một bè 
mặt tại một điểm, tắt cả cần phải nằm trong không gian 
ba chiều. Sau đó ông dành nhiều trang tính toán để cho 
thây rằng thịrc sự độ cong có thẻ được xác định bởi một 
người nào đó sống trên bẻ mặt mà không càn phải có khả 
năng nhảy ra khỏi bề mặt đó để về các đường vuông góc. 
Trong một nỗ lực mãnh liệt và táo bạo, thay vào đó, 
Riemann đã định nghĩa độ cong bằng tính chất mà Gauss 
cố gắng chứng minh. Ông định nghĩa rằng một không 
gian là phẩng, nếu và chỉ nễu mọi tam giác trong không, 
gian đó có tổng các góc bằng 180 độ. Đây là trường hợp 
mà trong đó khi độ cong trong mọi mặt phẳng tạo bởi các 
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hướng đêu bằng không. Một không gian, do đó, là phẳng 
nêu và chỉ nếu nó có các tính chất trong gói Euclide. 
Nghĩa là, khi và chỉ khi định lí Pvthagoras có giá trị, hay 
nói cách khác, khi và chỉ khi định đẻ thứ 5 là đúng. 
Ricmann đã thâu tóm toàn bộ ba thiên niên kì hình học 
vao trong chỉ một định nghiat 

Đề lầy một ví dụ cụ thể, chúng ta vừa mới định nghiĩa 
không gian hai chiều RẺ là tập hợp các cặp (+, I/) của các số 
thực. Nó trở thành không gian Euclid hai chiều nêu chúng ta 
định nghĩa khoảng cách thông qua định lí Pythagoras. 
Trong trường hợp này, đôi khi chúng ta thậm chí còn sử 
đụng một kí hiệu riêng E? để làm rõ rằng chúng ta không 
chỉ có một không gian hai chiều, mà cụ thể hơn là không 
gian hai chiều có khoảng cách đặc biệt. Tương tự, ta định 
nghĩa không eian Euclid ba chiếu E3 là không gian ba chiều 
có khoảng cách được xác định bởi định lí Pythagoras.” 
San đó ta có thể chỉ ra rằng một đường cong trong không 
gian Euclid hai hay ba chiều là một đường trắc địa nếu và 
chí nếu nó là một đường thăng theo nghĩa thông Hường. 
Hơn nữa, bởi vì tổng CáC 8C cua bát kì tam Ø1lac nào trong 
không gian Euclid hai hoặc ba chiều đêu là 180 độ, các 
không gian Euclid hai hoặc ba chiều đó là phẳng. Và 
chẳng có lí đo gì chúng ta chỉ đừng lại với hai và ba chiều. 
Ta định nghĩa không-cian-Eucld-n-chiêu E" là không-gian- 
n-chiều (nghĩa là, tập hợp các bộ-rz-số-thực) với khoảng 


'* Có nghĩa là, để đỉnh nghĩa Không gian hai chiều Euclid, phải 
định nghĩa khoảng các |t giờa hài điểm (x;„V)) và (x›„v›) của R? là căn 
bậc hai của (x(- x:)*+(V¡- V3). Là định nghĩa E3, ta phải có khoảng 
cách giừa hãi điển (x,V,,Z2) Và (X:.Vš2›) của RỶ là căn bậc hai của (Xụ- 
xạ +(Vyị- Vị) +ẾZi- Z2)” 
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cách được định nghĩa bởi định 1í Pythagoras tổng quát.” 
Một lần nửa, điều này lại chỉ và ráng LÁT cả các tan piác vỏ 
tông các góc là 180 đó, và do đó, với mọi ø, một khônr- 
man súc lid-z-chiêu là một khong gian phẳng. 

Sự thav dối từ trong quan điểm này sang quan điểm 
khac đá viết lại toàn bộ nên tí thức của hình học và mối 
liên hệ giữa hình hec Euchidl với hình học Phí-Euchd, Một 
khí chúng ta xác định được mỗi khoảng cách, chúng ta có 
cạc đường thẳng, Chúng là các đường trắc địa: những 
đường tạo ra khoảng cách ngắn nhất giữa các điểm gần 
nhau, Hình học Fuchd hoàn toàn không phải là do Chúa 
tạo ra. Néu chúng ta định nghĩa khoảng cách thông qua 
định lí Pythagoras thav nói cách khác là sao cho định lí 
Pvythagoras đúng¡, thì ta có được “gói Euclid”: các đường 
song song là đuv nhất, tìm giác có tông các góc là 180 độ, 
Lòn tại các bunh tan piác đồng đang với kích thước bắt 
kì,.... Một bẻ mặt, hoặc đa tạp, với các tính chất nắm 
trong, gói Fuchd, đều là phẩne. Suy rộng hơn nữa, một 
khu vực mà teong đó các tam giác có tổng các góc không 
bằng I8Ù đó, đặc biệt là các tam giác bắt kì của hình học 
Phi-Euvlid, thì không phẩng, Chúng bị cong. Điều ơì có thể 
tự nhiên hơn? Nhưng công trình của Riemann đã đi xa 
hờn việc định đạng lại hình học một cách tiếrn tầng, Nó 
côn mờ ra các khả năng mới cho khoa học và loán học 
hiện đại, và về cơ bạn thay đối con đường mà theo đó 
hình học và Lope học sẽ phát triển. 





#1 Theo định nghĩa, Khong-paan-buclid--clueu E^ la R* với khoảng 
cách giữa hai điểm (xu, -.„X„) Và (Vị„....y 1) được đình nghĩa là cân bậc 
hai (đương) của (xi VỤ) E.... (Xà va) Đất là định lí Pythagoras 
tông quát cho 7r chiếu 
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Điệp khúc ám ảnh 


Tát cñ những eì đã thay đốn, đã tha đội lhšan toàn 


;Viột tở đẹp không thô cưỡng Íg1 sẽ đƯỢC sIHh rũ 


trong bài thơ "Phục Sinh, 1916" của W. B. Yeats đã nắm 
bát được sự thay đổi triệt để trong quan điểm của 
Riemann. Hiểu được quan điểm của Riemamn la rất quan 
trọng để tầm hiểu quá trình phat triển của toán học và 
khoa học trong thể kỉ 20. 

Từ bài giảng của Riemann, chúng ta biết rằng bất kì 
bẽ mát nào trong không gian Euclide ba chiều thông 
ttrờng cũng; có một mêtric, do đó có đường thẳng, và vì 
vay lại có pìột đang hình học, Nó kế thừa mêtric (có nghĩa 
(1, cách đo khoảng: cách) của không gian mà nó năm 
trong, Theo các thuật ngữ của Riemann, một đường nằm 
trên mọt bẻ mặt chắc chắn là một đường nằm trong 
không gian Euclid có chứa bề mặt đó, và do vậy ta biết 
được tộc đô tại một điểm bắt kì (bởi vì chúng ta biết được 
tôc độ ở bắt kì điểm nào trên một quỹ đạo trong không 
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gian Euclid). Một cách khác tương tự đề xác định khoảng 
cach giữa hai điểm - mà không cần để ý đến tóc độ - là chỉ 
cản dùng một cái thược dây (tưởng tượng nö như một sợi 
đây mềm nhưng khóng bị đãn, giống như chỉ nha khoa) 
trong khỏng gian bao quanh, và đặt nó trên bề mặt, ở 
giữa hai điểm đề đo khoảng cách. 


MẶT CẦU VÀ ĐƯỜNG TRẮC ĐỊA 


Để minh hoạ rõ hơn ý tưởng của Riemann, hãy xem xét 
một mật cầu tròn hoàn hảo trong không gian ba chiều: đó 
là tập hợp tất cả các điểm có khoảng cách bằng nhau tĩnh 
đén một điểm cô định. Đường trắc địa, hay đường thẳng 
trên mặt cầu được gọi là những tòng tròn lớn - là những 
đường cong được tạo ra bằng cách cắt mặt cầu bằng một 
raặt phẳng đi qua tâm của hình cầu. Để thấy rằng một 
vòng tròn lớn vẽ nên khoảng cách ngắn nhất giữa hai 
điểm bắt kì, hãy lây một quả bóng chuyên bãi biên hình 
cầu hoặc một quả cầu và đánh dấu hai điêm trên đó. Bây 
giờ lấy một sợi dây và kéo căng nó ra giữa hai điểm. Sợi 
dây sẽ nàm dọc trên một vòng tròn lớn.” TẤt cả kinh 
tuyến trên Trái Đất của chúng ta là vòng tròn lớn, nhưng 
chỉ có một đường vĩ tuyên duy nhất - đồng thời là một 


t2 Tất nhiền, điều này còn xa mới là một chứng mính (và bạn cản có 
một quả bóng rất lớn để có thể nhìn thấy nó rõ ràng). Ta có thẻ xãv 
đứng chứng mính chặt chế rằng dường trắc địa là vòng tròn lơn từ 
lặp luận đối xứng. Ngoài ra, ngươi tà có thể sử dụng vị tích phân. 
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vòng tròn lớn - là đường xích đạo. Mọi đường vì tuyến 
khác có thể được biểu diễn bằng các đường giao nhau của 
một mặt phẳng trong không gian và Trái Đất, nhưng các 
mặt phẳng này không đi qua tâm Trái Đất ngoại trừ mặt 
phăng xích đạo. Như vậy, ngoại trừ xích đạo, các đường 
vĩ tuyến khác không phải là vòng tròn lớn, vì thế không 
thắng. Lưu ý rằng, như mọi lãn, khi nói về Trái Đất, ta đề 
cập đến bẻ mặt của Trái Đất, vì vậy chúng ta chỉ đang nói 
đến các quỹ đạo nằm trên bẻ mặt. Nếu chúng ta không 
hạn chế rằng các quỹ đạo phải nằm trên bể mặt, khoảng 
cách ngắn nhất giữa hai điểm sẽ là đường thẳng trong 
khỏng gian ba chiều đìi xuyên qua các lớp lõi để kết nối 
hai điểm bắt kì, 

Qua bát kì điểm nào trên bề mặt, và theo bất kì 
hướng nào, luôn có một vòng tròn lớn. Một cách để nhận 
thức điều này là xem một điểm cho trước là một cực, và 
xem xét tập hợp tát cả các đường kinh tuyến từ đó đến 
cực đòi điện (Hinh 28). Ví dụ, giả sử chúng ta đang Ở 
Paris và muiễn tm đường ngắn nhất đi đến Boston. Đừng 
nghĩ rằng Paris là một điểm nằm ở giữa Bắc Bán câu. Hãy 
nghĩ nó như một cực của Trái Đất. Một trong những 
đường kinh tuyên đi qua cực-Paris sẽ đi qua Boston. Đây 
chính là hướng mà chúng ta muốn * 


** Bởi vì Trai Đất gần như là một hình cầu, các đường trắc địa rất gần 
với vòng tròn. Tuy nhiên, Trái Đát không phải là một hình cầu hoàn 
hảo: nó đẹt ra một chút ở mỗi cực, núi non và thung lũng cũng thay 
đổi độ cong tại một số điểm khác nhau. Vì vậy, đường trắc địa không 
hẳn là rất giống với vòng tròn lớn, nhưng rất gần bởi vì kích thước 
núi non, thung lũng, và vùng cực đẹt là nhỏ so với Trái Đắi., 

R Hoặc, hãy xem hướng mà bạn muốn đi từ một điểm pông, như là 
một đường thẳng nhỏ tiếp xúc với mặt cầu tại điểm đỏ. Luôn có 
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Hình 28: Tập hợp các vòng tròn lớn qua một điểm. 


Các lộ trình theo vòng tròn lớn ít khi là thẳng trên 
bản đồ, và các lộ trình là thẳng trên bán đồ lại ít khi là 
đường trắc địa. Ví dụ, Bắc Kinh và Philadelphia ở trên 
cùng một vĩ tuyến. Nêu đi từ nơi này đến nơi kia bằng 
cách đi dọc theo vi tuyến, ta sẽ phải đi qua 10.150 đầm. 
Trong khi đó, lộ trình theo võng tròn lớn từ điểm này đến 
điểm kia sẽ chỉ là 6.878 đặm, và đi ngang qua gản Bắc 
Cực. Lộ trình này ngắn hơn rất nhiều và là quỷ đạo mả ta 
cảm thấy là thắng nếu như ta đang lái mảy bay. Trên hậu 
hết bán đỗ thể giới, các đường theo vòng tròn lớn trông 
giống như hướng trở lên phía Bắc sau đó lại hướng xuống 
đưới. Các đường vĩ tuyến thi ngược lại, nhìn như các 
đường thẳng. Đó là do khi vẽ bản đỗ thế giới trên một tờ 


đúng một mật phẳng trong R} đi qua bất ki đường thẳng nào và 
qua một điểm không nằm trên đường thẳng đó. Do đỏ, sẽ có đúng 
một mặt phẳng đi qua trung tâm của hình cầu, và chứa đường tiếp 
tuyên đại diện cho hướng đi. Mặt phẳng này sẽ cắt mặt cầu thành 
một vòng tròn lớn dọc theo hưởng mong muốn (Đó là một vòng 
tròn lớn bởi xi mặt phẳng tao nó đi quả trang tâm của hình cầu.). 
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0iáv phẳng, không thể tránh được việc khoảng cách se bị 
bóp méo. 

Việc không hiểu được väng vòng trön lớn mới là 
đường đi ngắn nhất trên Trái Đật đã gây ra một số lập 
luận kì quái. Nhiều tôn giáo ưu tiên một hướng đặc biệt 
nào đó để cầu nguyện. Ví du, truyền thống trong Kinh 
Thánh cỗ của người 2o Thái đã quy định rằng phải 
hương về Jerusalem khí cầu nguyện. Tuy nhiên, mọi 
người thường nghỉ rằng diều này có nghĩa rằng nếu ta 
đang ở phía lây của Jerusalem thì phải quay mặt về phía 
đóng. Truyền thống của đạo Bahari thì nói rằng người ta 
nén đói mặt với Acre để cầu nguyện. Và theo lẻ nghỉ của 
người Cơ đốc cô thì phải hướng vẻ phía đông. Tuy nhiễn, 
các lẻ nphí này không hoàn toàn thống nhất, và kháng 
ràng buộc. 

Lễ nghi Hồi giáo chính xác và quv tắc hơn rất nhiều. 
Kinh Coran hướng dân các tin đỏ cầu nguyện như sau 
"Các ngươi phải quay mặt về hướng Nhà thờ Hỏi giáo 
Linh thiêng: cho dù ở bát cứ nơi đâu, các ngươi cũng phải 
quay mặt về hướng đó" (Coran 2:144) Hướng cầu 
nguyện đó hướng vẻ Nhà thờ Hỏi giáo Linh thiêng ở 
Mecca, được gọi là qrbla, và tắt cả cac nhà thờ Hồi Điáo đều 
phai được thiết kế để quay mặt về Hướng đó. Người Hồi 
mảo không chỉ cầu nguyện theo hướng ihÌn, mà họ còn 
không được đi tiêu về hướng đó nữa. Kế từ đầu thời 
Trung cớ, hướng q¡/bla đã dược chọn là các đường vòng 


#“ Nhàythơ 1lỗi giáo Lính thiêng là AI-Masjid Al-Adgsa ở thành phố 
Mecca thuộc Vương, quỐc Arấp Xèeut. 


http://tieulun.hopto.org 


174 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


tròn lớn đi qua Mecca, và rất nhiều nhà khoa học vĩ đại 
người Hỏi giáo trên thế giới đã cắt công tìm ra phương 
pháp để xác định hướng này. 

Tuy nhiên, bắt đồng vẫn rất dễ xảy ra và nhiều cuộc 
tranh luận vẻ hướng qibla đã nổ ra tại Mi. Trong thời gian 
xây dựng nhà thờ Hỏi giáo ở Washington DC vào năm 
1953, các kiến trúc sư tham khảo ý kiến của bộ xây dựng 
Ai Cập tại Cairo vẻ hướng qibla và cho mặt nhà thờ quay 
theo hướng 56 độ, 33 phút và 15 giây vẻ phía Đông Bắc, 
hơi chếch vẻ phía Bắc của hướng Đông. Sao lại như vậy 
được, những vị khách viếng thăm nhà thờ, bao gồm cả 
đại sứ Ai Cập, tự hỏi? Mecca hơi chếch về phía nam của 
Washington kia mà. Vài đếm mắt ngủ đến với mọi người, 
trong khi đó các số liệu được kiểm tra lại Quả thực, 
đường đi ngắn nhất giữa Washington và Mecca hơi chếch 
vẻ phía Bắc. 

Một số người Hỏi giáo ở Mi không chấp nhận điều 
này, nhiêu chỉ thị ra lệnh cho nhà thờ phải quay mặt về 
phía Đông Nam thay vì Đông Bắc. Việc trao đổi thậm chí 
đã trở nên khá gay gắt. Một trong những nguyên nhân 
của sự nhằm lân này, đó là việc đường-cong-góc-khöng- 
đối (gọi là đường rưzÈ) - nghĩa là, đường luôn tạo ra một 
góc không đổi so với đường kinh tuyến luôn được nghĩ 
một cách ngây thơ là thẳng. Thật vậy, đường rưm: này 
luôn là thẳng trên một tấm bản đỏ Trái Đất vẽ theo phép 
chiêu của Mercator. Bởi vì Trái Đất luôn có một điểm đặc 


* Đường rưm: khoảng cách chia trên vòng mật la bàn, bằng 1/32 của 
360 độ (1 vòng tròn), hoặc bảng 11 độ 15 phút. 
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biệt là điểm cực, mà la bàn thì hướng đến đó, do vậy, việc 
đi theo một hành trình như vậy là tương đối để đàng. 
Tuy nhiên, hành trình đó không phải là một đường trắc 
địa cũng như ở ví dụ mà chúng ta đã thấy với đường vĩ 
tuyên kết nói Philadelphia với Bắc Kinh. Trong thực tế, 
nêu một đường r không phải là đường vĩ tuyến hay 
kinh tuyến thì nó sẽ xoắn Ốc xung quanh các cực (bạn thử 
nghĩ xem chuyện gì sẽ xảy ra nếu như ta đi liên tục về 
hướng Tây Bắc). 





/#ình Z9 Tam giác hình cầu. 


Dù sao đi nữa, chúng ta biết rằng các kinh tuyến và 
đường xích đạo luôn là các đường trắc địa. Sử dụng 
chúng, ta sẽ để dàng dựng được các tam giác có các cạnh 
là các đường trắc địa: chỉ cần lẫy hai đường kinh tuyên từ 
cực Bắc xuống đến đường xích đạo, và đoạn xích đạo cắt 
hai đường kinh tuyến đó. Chúng đều là các tam giác cân 
có hai góc đáy là các góc vuông. Bởi vì tổng hai góc đáy là 
180 độ, một tam giác như vậy có tổng các góc lớn hơn 180 
độ. Thực ra, chúng ta có thể dễ đàng dựng một tam giác 
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đều với ba góc vuống và do đó tổng các góc của nó bằng 
270 đó (Hình 39). 

Dễ dâng thấy rằng bắt kì tam giác nào trên mặt cần 
củng có tổng các góc lớn hơn 180 độ. Do đó tiên để song 
song không có giá trị. Chọn một đường trên mặt cảu, ví 
dụ một đường kinh tuyến chạy từ Bắc xuống Nam. Bây 
giờ hãy tưởng tượng đến hai vòng trön lớn đi ngang qua 
nó, thậm chí cả hai cùng tạo ra 90 độ với đường đã cho 
như trong Hình 30, nhưng chúng cũng sẽ gập nhau (hãy 
nhớ: không phải đường vĩ tuyến nào cũng là vòng trôn 
lớn, và đo đó không phải là thắng). Điểm mẫu chốt nằm ở 
chỗ: không có các đường thẳng song song trên mặt cảu. 





Hữnh 30. Không có các đường, thẳng song song trên mặt cầu vì hai đường 
thắng bất kì luôn cắt nhau. 


Hinh học trên mặt cầu không phải là hình học Euclid. 
Chúng ta biết điều này ngay khi dựng được một tam giác 
có tổng các góc không bằng 180 độ. Nếu, giống như trong 
trường hợp của một mật cầu tròn, tắt cả tam giác trên một 


bẻ mặt có tổng các góc lớn hơn 180 độ, ta nói bẻ mặt đó có 
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đó cong đương, Các mặt cầu tròn thậm chí còn kì điệu hơn 
nữa với đặc điểm: nò hoàn toàn đối xứng nên độ cong ở 
tắt cả các điểm đều bằng nhau” Trên một bé mặt không 
tuyệt đối tròn, độ cong có thể thay đổi tùy theo từng 
điểm; va trong thực tế, trên bễ mặt Trái Đát độ cong thay 
đổi: Trái Đất hơi đẹt hơn ở các cực (có nghĩa là, ở đó độ 
cong dương ít hơn). 


HÌNH HỌC TRÊN CÁC BỀ MẶT 


Riemann chỉ ra rằng bất kì không gian nào có độ cong 
đương không đổi đều nhất thiết phải hữu hạn: các đường 
trắc địa không kéo đài ra vô tận. Các vòng tròn lớn nhất 
thiết phải khép kín. Lobachevsky và Gauss xem xét một 
trường hợp khác mà ở đó định đẻ song song không có giá 
trị, cụ thể là trường hợp có nhiều hơn một đường song 
song với một đường có địnlt và đi qua một điểm bất kì 
nằm ngoài đường có định đó. Vẻ sau ta biết rõ hơn rằng 
hóa ra là có vô số đường song song với một đường cố 
định và đi qua một điểm bát kì năm ngoài đường đó. 
Đương nhiên ở đó tiên đẻ thứ 5 không có giá trị: hai 
đường thắng có thể cắt một đường khác, tạo thành các 
góc trong nhỏ hơn hai góc vuông, mà không bao giờ gặp 
nhau. Trong trường hợp này, tông các góc trong của một 


* Riemann cho phép tạo ra hình cầu với chiều bắt kì. Đặc biệt, khối 
cầu ba chiều mà chúng ta đã cà hết sức để định nghĩa trong 
Chương 3 chỉ là đồng phối với tập hợp các điểm ở khoảng cách 
bằng nhau với một điểm có định trong E€ 
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tam giác luôn nhỏ hơn 180 độ. Hơn nửa, các tam giác có 
điện tích lớn hơn thì có tông các góc lại nhỏ hơn. Bất kì bề 
mặt nào có tính chất tất cả các tam giác năm trên bè mặt 
đó có tổng các góc nhỏ hơn 180 độ được gọi là có độ cong 


4H11. 


Hình 3! Hai đường thẳng song song (đường thẳng trên bề mặt hyperbol nhìn 
như là đường cong đối với người quan sát theo trường phái Euclid và ở bên 
ngoài bể mặt đó) cắt một đường thẳng đứng tạo ra các góc trong nhỏ hơn I80 
độ (tiên để thứ 5 không có giá trị). 


Các bề mặt trong không gian ba chiều mang hình yên 
ngưa đều có độ cong âm (hay nói một cách tương đương, 
các tam giác được tạo bởi các đường trắc địa trên các bẻ 
mặt như vậy đều có tổng các góc nhỏ hơn 180 độ). Ngược 
lại, bất kì bể mặt nào có độ cong âm trong không gian bà 
chiều phải có hình yên ngựa ở khấp nơi. Trong Hình 32, 
chủng ta phác thảo một tam giác có các cạnh là các đường 
trắc địa. Lưu ý rằng, ngược lại với trường hợp của hình 
cầu trong Hinh 29, mà ở đó một tam giác có các cạnh là 
đường trắc địa (có nghua là các đường thắng) dường như 
phủnh ra, có tổng các góc lớn hơn 180 độ; ở đây hình tam 
&iác có các cạnh là đường trắc địa trên bể mặt hình yên 
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ngựa dường như co rút vào tạo thành các góc có tổng nhỏ 
hơn 180 độ. Tất nhiên, một sinh vật nhỏ bé sống trên cả 
hai bẻ mật đều nhìn thầy các đường trắc địa là các đường 
thẳng hoàn hảo, và chỉ có thể cho chúng ta biết một tam 
giác trên bẻ mặt đỏ là phỏng ra hay rút vào bằng cách đo 


tông các góc. 





Hình 32 Bề mặt hình yên neựa. 


Có cách khác để tưởng tượng về độ cong. Cũng 
giống như trên một mặt phẳng, với bắt cứ bề mặt nào 
mà trên đó ta có thể định nghĩa khoảng cách, thì ta cũng 
có thể định nghĩa một øôwze fròmn như là một tập hợp các 
điểm có khoảng cách không đổi đến một điểm cho 
trước. Chúng ta đã biết từ thời Babylon rằng trên các 
mặt phẳng, tỉ lệ chiều dài của một vòng tròn (nghia là 
chu vì) và độ dài đường kính là một hằng số, gọi là gi và 
viết là zr; diện tích hình tròn chỉ là z lần bán kính của 
vòng tròn nhân với chính nó (Điều này được trình bày 
bằng công thức rrr” [đọc là "pi nhân r bình phương] 
trong đó bán kính r là một nửa đường kính.). Trên một 


bể mặt có độ cong dương, tỉ lẽ chu ví của một vòng tròn 
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với chiều dài đường kinh nhỏ hơn z7, và diện tích của 
hình tròn nhỏ hơn điện tích tính bằng công thức CỔ xưa, 
Trên một bể mặt có độ cong âm, ngược lại, tì lệ chủ vì 
của một vòng tròn so với chiều đài đường kính lớn hơn 
7, và điện tích của hình tròn lớn hơn điện tích tính bằng 
công thức đó. Trong cả hai trường hợp, bán kính hình 
tròn càng lớn hơn, điện tích càng chênh lệch hơn so với 


tj 


Tr†? ‹ 





tfinh 37. Hình bên trái là một bề mặt có độ cong dương. hình tròn trên đó có 
chu vi và diện tích nhỏ hơn. Ở bên phải là một bề mặt có độ cong âm. hình 
tròn có chu vi và diện tích lớn hơn. 


Trên một bẻ mặt có độ cong âm, nếu chúng ta bắt 
đầu từ hai điểm rất gần nhau nằm trên cùng một đường 
trắc địa và đi theo các hướng có vẻ như song song với 
nhau, thì hai đường này sẽ ngày càng rời xa nhau bởi có 
nhiều bề mật hơn. Điều ngược lại là đúng với một bề mặt 
có độ cong đương. Trong bài diễn thuyết của mình, 
Riemann đã không trực tiếp để cập đến các công trình 
của Lobachevsky và Bolyai, nhưng ông chắc chắn đã nghĩ 
đến chúng. 
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CÁC KHÁC NIỆM KHÁC NHAU VỀ TÍNH TƯƠNG ĐƯƠNG 


San Riemamn, đã trở nên rõ ràng rằng trếm cng một 
đôi tượng toán học không những chỉ tôn hại các cáu 
trúc khác nhau mà ở đó còn có các khải niệm khác 
nhau vẻ tính tương đương giữa các đối thượng và các 
cầu trúc. Từ một góc nhìn, hai đối tượng với các cầu 
trúc khác nhau có thể tương đương, củng như hai ngôi 
nhà được xây dựng với cùng thiết kế nhưng với các vật 
liệu khác nhau có thể được xem xét như nhau. Nhưng 
ở một góc nhìn khác, chúng có thể khác nhau như đêm 
VỚI ngày. 

Từ quan điểm của topo học, khai niệm thích hợp 
của sự tương đương lä tính đồng phòi: hai không gian 
được xem là giỗng nhau nếu giữa chúng có một phép 
đồng phôi (Xin nhắc lại rằng, một phép đồng phôi giữa 
hai không gian là một phép cho tương tứrngy mỏf-một 
giữa chúng, do đó các điểm gản nhan ở không gian này 
được đối chiếu với các điểm gản nhau ở không gian 
kia.). Khi để cập đến các bề mặt hai chiều, topo học 
thường được gọi là "hình học tắm cao su" bởi ta có thể 
hình dung ra một phép đồng phôi của một hình chữ 
nhật, ví dụ bằng cách tưởng tượng vẻ các khả năng mà 
ta có thể để làm biến dạng hình chữ nhật, nếu đó là một 
tắm cao su cực kì deo và rất đai. Việc chiêu một hình chữ 
nhật lên trên ruột khu vực của một bể mặt bằng phép 
đồng phốt cũng gióng như việc bọc sát lớp vỏ nhựa lên 


một khu vực cua bẻ mật đa. Tepo học nghiên cứu các 
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tính chất không đổi sau khi thực hiện các phép đồng 
phôi. ” 


Mặc dù quan tâm chủ vêu của Riemann không phải 


là topo học”, ông đã thực hiện một số lượng lớn khám 


phá góp phản nâng cao tằm hiểu biết của chúng ta về lĩnh 


vực này.`" Ông giới thiệu khái niệm về lớp cắt bề mặt đọc 


*' Mót khai niệm đựa trên khái niệm phép đồng phôi, và thường 
nhàm lẫn với phép đồng phôi, là tương đương thông quà phép 
đ*ng phôi xùng quanh (ogpalence o1 ambiPnE hoineomorphism) ẩn 
phản loại bé mất heo tapo học, chúng ta chỉ cẩn phép đẳng phới 
đó chiêu một bẻ mật lên mội bê mặt khác. Nếu đang xem xet các bế 
mật trong không man bà chiêu, chúng, ta cần niết điều kiện bổ sung 
la phép đồng, phôi từ không gian ba chiếu đến bản thần nó là sự 
tương ứng một-một giữa các bề mật đó. Đây cũng la khái qiêm 
thích: hợp của tính tương đương trong lí thuyet thật nút - một hình 
xuyến bình thường và một hình xuyên thất nut không nhất thiết 


phải tương đương. 


”' Từ topo học (fopolaeu) lần đầu tiên được sử dung, bởi )ohann 


Benedikt Listing (1808-1882) trong cuốn sách của ông \0shthen zuy 
Topoloeiz (n.p.: 1847). Một cách điện đạt cũ hơn, aalsís sdtis, nphia 
là "phân tích địa điểm” đã được sử dụng trước đó, và trong thực tế 
phố biến hơn 0opð học cho đến thập kì 1920. Trong cuhồn sách của 
ông, Listing định nghĩa topo là "nghiên cứu các quy luật đình tính 
của mi quan hệ giữa các địa điểm", và ông thể hiện niềm nn mạnh 
mẻ rằng môn khoa học non trẻ này sẽ là một đối tượng xứng đáng 
để nghiên cứu và sẽ mang lại kết quả sâu sắc: "Bằng topo, chúng ta 
hiểu các nghiên cứu vẻ tính chất định tính của các dạng không 
giản, hoặc quy luật của mới liên hệ, của vì trí tượng quan và của 
thư tự các điểm, đường, bề mặt, vật thể riêng lẻ hoặc kết hợp với 
nliaLt, và trừu tượng hóa các mới liêu hệ giữa chúng bằng đo đạc 
hoặc kích thước." Mặc dù kltng nghiển cứu topo một cách riêng rẻ, 
nhưng nhờ cặc ưng dung cua nó leit giải tích, [man cũng đã tạo 
ra một bước tiên rãt lớn trợng việc phát triển tapa học, 


“ Xem lịch sử phat triển topo học chớ tới công trình của Poincaré 
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theo các vòng lặp khép kín sao cho phần còn lại trở thành 
đồng phôi với một hình chữ nhất. Sê lượng lượt cắt nhỏ 
nhất để làm được điều này la hãng số quan trọng nhất 
của bề mặt” (và có quan hệ mật thiết với số lượng hình 
xuyén trong khai triển của một tổng liên thông đã được 
đẻ cập đến trong Chương 3). 

Mặc dù phép đẳng phôi là khái niệm tự nhiên của 
tính tương đương giữa các bể mặt (hoặc, nói một cách 
tổng quát hơn, các đa tạp) theo quan điểm của topo học, 
hai bề mặt giỗng nhau trên quan điểm topo học có thể rất 
khác trên quan điểm hình học. Một mặt cầu tròn, bề mặt 
mỏng bao quanh một điều xì gà, và bẻ mật của quả trứng 
(và, vì vậy tắt cả các bể mặt vẽ ở Hình 7 trong Chương 3) 
đèu giêng nhau về mặt topo học, nhưng khác nhau vẻ 
mặt hình học. Như Riemann đã nhắn mạnh, một đạng; 
hình hoc là một cấu trúc đặc biệt trên một đa tạp. Nó 
định nghĩa khoảng cách giữa hai điểm bắt kì trên đa tạp 
đó. Nêu một bề mặt năm bèn trong một không gian lớn 
hơn và không gian này có một dạng hình học (ví dụ như 
không gian ba chiều Euclid), thì nó sẽ thừa hương dạng 
hình học từ không gian lớn hơn này. Ta có thể định nghĩa 
các đạng hình học khác nhau hay khoảng cách khác 
nhau, trẻn cùng một đa tạp. Khái niệm tự nhiên của tính 


tương đương giữa vác đa tạp mang các đạng hình học 


trong, cuỗn sách của Jean-Claude Pont, La toøelsvit Alqébriqne des 
0rtetts ñ Poincne (Pans: Dresses nJiverstaires de France, 1973). 

'® Con số ma các nhà toán học thật sư sử dụng gói là gióng (genus), 
tương đương với số lượt cắt nhỏ nhất cằn để tao ra một hình chữ 


nhát cọn lại, 
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được gọi là phép đấng cự (isometrv). Phép đẳng cự là một 
phép chiếu một-một mà qua đó khoảng cách được bảo 
toàn. Nếu hai điểm lúc đầu cách nhau chính xác một 
phản triệu inch, thì ảnh của chúng dưới phép chiêu đăng 
cự cũng sẽ cách nhau chính xác một phần triệu inch. Nếu 
có một phép đẳng cự giữa các đa tạp sở hữu các dạng 
hình học, thì các đa tạp này được gọi đẳng cự với nhau. 
Phép đăng cự là khái niệm của tính tương đương mà 
theo đó các dạng hình học được bảo toàn và khác với 
phép đồng phôi: là khái niệm của tính tương đương thích 
hợp trong topo học. Bất kì phép đẳng cự nào cũng là một 
phép đồng phôi, nhưng điều ngược lại thì không đúng.” 
Chúng ta vừa nói rằng một người có thể hình dung về 
một phép đồng phôi của một hình chữ nhật bằng cách 
tương tượng các hình chữ nhật được làm bằng một tắm 
nhựa đẻo, và phép đồng phôi là cách đính sát tấm nhựa 
đó lên bề mặt của một vật thể nào đó. Để hình dung một 
phép đăng cự, mà theo đó khoảng cách bảo toàn, ta phải 
nghì đến việc mặc áo, hoặc trùm lại, một vật gì đó bằng 
một tắm vải làm tữ một thứ vật liệu mềm mại nhưng 
không bị co đãn. Nếu ta có thể xếp vừa vặn một tắm khăn 
trải giường hình chữ nhật bằng vải lanh lên một phẫn của 
một bể mặt, thì ta sẽ có được một phép đẳng cự p1ữa hình 
chữ nhật và phần của bề mặt mà tấm khăn trải giường 
phủ lên (và phần của bề mặt đó được gọi là phẳng). Như 


*% Mặc dù không khó để nhận ra điều này (trong thực tế, phép 
chiếu một-một bảo toàn khoảng cách là một phép đồng phôi), 
nhưng thường thì khó thiết lập mỗi quan hệ giữa các khái niệm 
khác nhau về tính tương đương. 
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vậy, một bẻ mặt hình trụ là phẳng, bởi vì ta hoàn toàn có 
thể trùm một tắm vải lên nó. Mặt khác một mặt cầu hay 
đỉnh đẫu của một người thì không phẳng - một tắm khăn 
trải giường không thể trùm lên nó một cách hoàn háo mà 
không tạo ra nếp nhãn 





;ình 3#. Tạo ra tắm vải có độ cong dương: ta cần phải cất bỏ đi một miếng 
vải hình tam giác. 


Tuy nhiên, ta có thể tưởng tượng mình là một thợ 
may cực khéo, hoặc tốt hơn nữa là một thợ đệt, đệt được 
một mánh vải hình cầu vừa vận tuyệt đối với đỉnh đầu 
của bạn. Đội chiếc mú đó lên, ta sẽ có một đẳng cự glưa 
mũ và phản đầu mà nó bao phủ. Trên mũ vải, một vòng 
tròn có bán kính cố định sẽ phải có điện tích bên trong 
nhỏ hơn một vòng tròn có cùng bán kính nằm trên tắm 
khăn trải giường. Người thợ may tạo ra hiệu ứng này 
bằng cách cắt một hình tam giác nhó ra khỏi tâm vải - tức 
là cắt một mảnh nhỏ của tắm vải ra, sau đó khâu phẫn 
còn lại (Hình 34). Dĩ nhiên, ta cân phải cỏ các tắm vải có 
độ cong khác nhau để bao phủ các đỉnh đầu hoặc những 
mặt cầu có kích thước khác nhau. Bắt kì phần nào trên bẻ 
mặt của bất kì đối tượng nào có thể được bao phủ một 
cách hoàn hảo, hoặc mặc áo néều bạn muốn, bằng tắm vải 
hình cầu này đều sẽ đẳng cự với một phần của một hình 
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cảu (và sẻ có cùng một độ cong dương như tâm vải này). 
Ta sẽ phải gắp một mảnh vải có độ cong dương để đặt nó 
vừa vận vào trong một ngăn kéo hình chữ nhật. Hãy nghỉ 


tới một chiêc mù trùm đấu. 





Hình 35. Tâm vải có độ cong âm che phần hông cúa người phụ nữ. 


Ngược lại với đỉnh đẫu của một người, vùng hông 
hình yên ngựa của người phụ nữ có độ cong âm (Hình 
35), và ta có thể tưởng tượng về một tắm vải có thể che 
phủ nó một cách hoàn hảo. Ở đây, khu vực bên trong 
một vòng tròn có bán kính nhất định chứa nhiều vật 
chất hơn một vòng tròn có cùng bán kính trên mặt 
phẳng, và để may tắm vải đó, thợ may bắt đầu với một 
mảnh vải phẳng, cắt một hình tam giác như đã làm ở 
trên, nhưng thay vì khâu các cạnh của phản còn lại với 
nhau, thì bày giờ thẻm một miếng vải hay một miếng 
đệm khác. Tùy thuộc vào độ tăng giảm của điện tích khi 
bán kính thay đối, ta có được các mặc phẳng có độ cong 
khác nhau. 
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Tâm vải có độ cong âm sẽ bị nhiều nếp nhãn nếu ta 
có đặt nó lên trên một chiếc khung phẳng của một ngăn 
kéo (Hình 36). 

Một phép đẳng cự do đó có thể xem như là việc phủ 
lên một phản của một bẻ mặt bảng một mảnh vải: Điều 
kiện quan trọng là tâm vải phải dẻo, nhưng không bị co 
đãn. 





Hình 36. Tâm vải có độ cong ầm gắp nếp lại khi nằm trên bề mặt phẳng. 


Một cách tình cờ, nếu ta cố gắng căng một miếng vải 
có độ cong dương không đổi theo tất cả các hướng, nó sẽ 
đóng lại, làm thành một mặt cầu. Nếu ta tưởng tượng đến 
việc cảng một miếng vải với độ cong âm không đổi theo 
tắt cả các hướng, ta sẽ được một bẻ mật gọi là mặt phẳng 
luụperbol. Bề mặt này ngày càng trở nén đẹt hơn và cuối 
cùng sẽ choản hết chỗ trong không gian ba chiều Euclid.* 


** Đây là định lí được chứng mình lần đấu bởi Hilbert. 
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Sau này chúng ta sẽ xem xét các cách diễn giải khác vẻ 
loại bê mặt này. 

Nêu ta lẫy một đa giác trên một bẻ mặt phẳng và 
phóng to nó lên, thì các góc sẽ giữ nguyên, và độ dài của 
các cạnh sẽ giữ nguyên tỉ lệ giữa chúng. Nếu ta lẫy một 
đa giác trên một bẻ mặt có độ cong đương và phóng to 
lên, các chiêu đài cạnh của đa giác không tăng với một 
mức độ như mong đợi và các góc giữa chúng se to ra (bên 
trái, Hình 37). Nếu ta lẫy cùng một đa giác trên một bẻ 
mặt có độ cong âm và lại phóng to lén, các cạnh của đa 
giác sẽ tăng lén với một mức độ nhanh hơn mong đợi và 
các góc giữa chúng sẽ nhỏ lại (bên phải, Hình 37). Nếu bẻ 
mặt có độ cong âm này kéo đài đến vô tận, và nêu đa giác 
này là đều, thì ta thực sự có thể làm cho các góc nhỏ đàn 
về không, một cách gắn nhất theo ý muốn, bằng cách 
phóng to đa giác đó lên. 





Hình 37 Các đa giác càng lúc càng phình ra trên một bể mặt có độ cong 
dương làm tăng tống các góc, và làm giảm con số này trên bể mặt có độ cong 
âm. Trên bề mật phẳng, tổng này giữ nguyên. 
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Tóm tắt điểm chính bài giảng của Riemamn: 


Ta cần phát phần biệt thực tế toán học vơi thực tẻ 
vật lí, Riemann giả dịnh là chỉ nói về các đối tượng 


toàn học. 


Việc khảo sát các không gian toán học khac nhàu 
£ r - ` - › - ` « 
cung cấp các mò hình có thể của vũ trụ, và ngăn 


chúng ta khỏi bị rới vào những định kiến hẹp hồi, 


Nhưng không gian liên tục có thể có số chiều bắt kì, 


và thậm chí có thê có số chiớu là vô hạn. 


Ta cần phải phân biệt giữa khái niệm về một không 
gian và khái niệm về một không-plan-sở-hữu-một- 
đạang-hình-học. Cùng một không man cô thể có các 
đạng hình học khác nhau. Môi đang hình học là một 
cầu trúc bố sung trên một khóng wlian Ngày nay, 
chúng tà nói rằng ta phải phản biệt mứt topo học và 


hình hoc. 


Các đa tap báo gỗm một lớp các không gian đặc biệt 
đẹp - chúng là những không giau có thể được biểu 
điển bằng đỏ thị, theo nghĩa là, ở gản một điểm bái kị, 
các điểm xung quanh có thể được đưa vào mội phép 
tương ứng một-một với các bộ ứ số. Đé là những 


không gian mà trên đỏ tạ có thể làm ví ch phản, 


Một cách hữu hiều khác để chỉ rõ đạng hình học 
trên một đa tạp đó là việc có được một phương pháp 
để đo tốc đệ của một vật thể đang di chuyển dọc 


theo niệt đường cong, Tốc độ có thể khác nhau từ 





‹ ^2 : bà ` £ ^ . ˆ . 
7 So chiếu cản phải là số nguyên đương hoặc vô hạn, Riensann 
cũng chủ phép không gian rời rạc nhưng chúng ta chưa cần nói 
đên ở đảy. 
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điểm nay sang điểm khác. Riemann phát tiến 
phường pháp vì ch phân cần thiết để thực hiện 
điều này và những hệ qua theo sau, Hặc biệt, ta có 
thể định nghĩa các đường thẳng và đo các góc. Độ 
cong là số đo độ lệch so với cac tam giác cò tổng các 
góc là 180 độ. 


Múót lớp các đa tạp đẹp đề và các đạng hình học nằm 
trên chung là những đa tấp có độ cong không đổi. 
Chúng la những không gian đuy nhất cho phép 


chuyển động của các vất thể cứng nhắc (có nghĩa là, 


các vật thê mà các chiếu đái và các góc không thay 


đổi) và là những không gian đối xứng nhất trong tắt 


cả các loại không gian. 


Khi xem xét mót cach toàn bộ, vũ trụ của chúng ta 
có thê trởnz rát khác so với không gian ba chiều 
Euclid. Irưenz hợp sau củng có thể xảy ra: nếu 
chúng ta được phóng lớn một cách liền túc và nhìn 
Vào vũ trụ đã tở nén rất nhỏ số với chú nữ ta, nó sẽ 
không giÖnp như một đa tạp, mà mang tính rời rạc 


hoặc một cái eì đó hoàn chính. 





TÁC ĐỘNG TỪ BÀI GIẢNG CỦA RIEMANN 


Giống với rất nhiều công trình của ông, bài giảng này của 
liermamn cỏ sức công phả tới tận gộc rễ. Một vài chỉ tiết 
ông đẻ cập đến đã tồn tại ỏ đâu đó. Tuy nhiên, óng kết 
tính chúng, sử dụng chúng để tạo ra hệ thống mạch lạc 
và đúc kết lại những cái đã biết theo một trình trự cực kì 


z › ^ ^~ +. ‹ ˆ ^ ` „ £ ~ 
mới mẻ, đồng thời cung cấp các công cụ Và các câu trúc 
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Tóm tất điểm chính bài giảng của Riemann: 





« — Ta cần phải phân biết thực tế toán học với thực tế 
vật lí Riemann giả đính là chỉ nói về các đôi tượng, 


toán học. 


e — Việc khảo sát các không gian toán hạc khác nhau 
£ ⁄ ^ˆ ` ⁄ - ` ~ “ 
cung cáp các mô hình có thể của vũ trụ, va ngăn 


chúng ta khỏi bị rơi vào những, định kiến hẹp hồi. 


° Những không gian liền tục có thể có số chiều bất kì, 


va thăm chí có thể có số chiêu là vô hạn.” 









ˆ Ta cân phải phần biệt giữa khái niệm vẻ một không 
gian và khát niệm về một không-gian-sở-hữu-một- 
dạng-hình-học. Cùng một không gian có thể có các 
đạng hình học khác nhau. Một đang hình học là một 
cầu trúc bồ sung trên một không man Ngày nay, 
chúng ta nói rằng ta phải phản biệt giữa tapo học và 


hình học. 












se Các đa tạp bao gồm mót lớp các không gian đặc biệt 
đẹp - chúng là những không gian có thể được biểu 
điền bằng đỏ thị, theo nghĩa là, ở gần một điểm bát Kì, 
các điểm xung quanh có thể được đưa vào một phép 
tương ứng một-một với các bộ ø số. Đó là những 


không gian mà trên đó tà có thẻ làm vị tích phân 


e Một cách hữu hiệu khác để chỉ rõ dạng hình học 
trên một đa tạp đó là héc có được một phương pháp 
đế đo tốc độ của một vật thể đang đi chuyển đọc 


theo mét đường cong. Tốc độ có thể khác nhau từ 


ấn › 13 - £ ^ - ”" 
* Số chiều cần phải là số nguyên đương hoặc vẻ hạn. Riemann 
- + - . ^ 2 3 
củng cho phép khong gian rời rạc nhưng chúng ta chưa cân noi 
đến ở đây. 
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toán học mơi, để triển khai các khai niệm vủa ông khi cần 
thiết và thúc đẩy toán học đi theo một hướng hoàn toàn 
mới. Một khi nắm vững được những gì ông nói, ta sẽ 
không: bao giờ xem xét một bài toán hoặc một lĩnh vực 
đang được thảo luận theo cách cũ nữa. Ông đã hoàn toàn 
thay đôi các thuật ngữ cúa sự biện luận. Điều này cũng 
gan giống như việc một ai đó bị mù, giờ đội nhiên lại 
nhìn thầy được. Bới vì Rienvann đã thay đối cách suy nghỉ 
của chúng ta, cho nên rảt kho xác định được một cách 
chính xác ông ảnh hưởng tới các công trình của những 
người khác ở chỗ nào - ảnh hưởng của ông ở khắp nơi, và 
luôn phát triển mạnh mẽ hơn, chứ không mắt đi theo 
thời gian khi các cá nhân đã lĩnh hội và năm bắt tiện ích 
từ các ý tưởng của ông. Phải thừa nhận rằng toán học 
hiện đại đã bắt đâu với Riemanmn. 

Ta sẽ còn phải mắt rất nhiều năm nữa để hiểu và ứng 
dụng hết các hệ quả của những gì Riemann đã nói trong, 
bài giảng tập sự của ông. Ngay sau khi bài điễn thuyết 
của ông được xuất bản, nha vật lí nỗi tiếng Herm›ann vơn 
Helmholtz đã công -bó rằng ông cũng từng nghĩ đến 
những không gian nhiều chiều. Ông cho rằng điểm khởi 
đầu đúng là điều kiện quy định rằng, ta có thể đi chuyển 
các vật thể rắn bên trong không, giàn mà không cân phải 
biển đạng chúng. Helmholtz chỉ ra rằng điều này tương 
đương với điều kiện quy định rằng không gian phải có 
độ cong không đổi. Những khòng gian có độ cong không 
đối là đẹp và hắp đẫn vẻ mật hình học, nhựng sự linh 
hoạt đặc biệt mà Riemann đem lại mới là yẻu tố rất có giá 


trị. Bề mặt của thế giới chúng ta xét về mặt 1opo học là (có 


http://tieulun.hopto.org 


IQ2 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


nphia là, có thể được đặt trong một phép tượng ứng một- 
một liên tục với) một mặt cầu, nhưng không phải là một 
bể mặt có độ cong không đổi. Đó không phải là một mặt 
câu tròn hoàn hảo, mà đẹt ra ở hai cực, và có những khối 
tt (tức là núi và thung lùng) ở trên đó. 

William Cliford, một nhà hình học tài năng - người 
đầu tiên đã dịch bài diễn thuyết của Riemann sang tiếng 
Anh - ngay lập tức đã nhìn thấy tiểm năng của hình học 
lRiemann trong việc mô tả các hiện tượng vật lí. 


“Tỏi khăng định những sự thật sau: (1) Các phán nhỏ của 
không giản mốt cach tự nhiễn có tính chất tưởng tự với 
các neon đổi nhỏ trên một bề mặt gản như phẳng, (2) 
Tính chất cong hay gây gập này được truyền một cách 
liên tục từ phản không gian này sang phần không giàn 
khác theo các của một làn sóng. (3) Sự biến đổi của dò 
cong khoòng gian này thực sự là những gì xảy ra trong 
hiện tượng mà chúng ta gợi là chuyển động của vật chất - 
cho dù là nặng trịch hay là nhẹ bằng. (4) Trong thể giới 
vật chất nay chẳng có gì khác xảy ra cả, ngoại trừ những 


#97 


biến đổi này, có thể tuân theo quy luật liên tục. 
Đáng buồn thay, Chfford cũng giống Riemann ở một khía 
cạnh khác: öng mát vì bệnh lao trước tuổi bốn mươi. 


Cliford không có đủ thời gian cũng như không đủ 
chuyên môn vật lí để phát triền các ý tưởng của ông. Tuy 


”W K. Clifford, À1athataheat Dapers, hiệu đính R. Tucker (Lonđon: 
Macnmiillan, tä33), 31-32 (Nguyêt bản là W. K. Chữord, "Ôn the 
Space-Theory ot Matter", Camnhrtdee Philosoplitcal Society Proceedings 2 
[1874).). 
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nhiên, những suy nghĩ cua ống đã dư báo về một vài ý 
tưởng sẽ được phạt triển một cách đảy đủ trong thuyết 
tươi đói ròng, FÍlình học Iliemann cùng cấp thứ ngôn 
ngữ toán học cản thiết đề điển giải những ý tưởng của 
EImnstem. Ta khỏng nhat thiệt phải đặt ra câu hỏi liệu trực 
piác vật lí sâu săc của liemann có đóng vai trò sống còn 
trong những công trình toàn học của ông hay không, và 
liệu rằng ông có nhận ra một cách rõ ràng mối liên hệ 
giữa các ý tưởng mang tính hình học và những ý tưởng 
mang tính vật lí của ông hay không. 

liemann không độc lập phát minh ra tất cả, hoặc hầu 
như tất cả, những gì mà ngày nay chúng ta gợi là hình 
học Riemann. Ông chỉ khởi đầu nó. Ông triển khai mệt số 
ý tưởng hình học của mình trong mệt bài báo vẻ sự 
truyền dẫn nhiệt gửi đến Viện Hàn lâm Paris, nhưng: sức 
khỏe của ông xấu đi nhanh chóng sau năm 1863, và cuộc 
sống của ông không còn đủ đai để hiếp tục phát triển 
những ý tưởng hình học đó. Để triển khai những ý tưởng 
này của liemann, nhiều nhân vật vỉ đại khác đã phải bỏ 
ra rất nhiều năm làm việc vất vả và sáng tạo. 

Mặc dù Ilšiemann không cụ thể đề cập đến hình học 
Phi-Euclid trong bãi giảng tập sự của mình, nhựững côtt 
trình của ông đã cụng cấp những cơ sở giúp cho hình học 
Phi-Euclid gia nhập những luông tư tưởng toán học 
chính thông, Nó thực hiện điều này bằng cách cung cập 
một bói cảnh mà trong đó hình học Phi-Euclid cũng có vẻ 
tự nhiên giống như hình học Euclid, và cả hai cùng xuất 
hiện như là những trường hợp đặc biệt trong một khối 
quan niệm mang tính khái quát hơn về hình học. 
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Trong thập ki sau năm 1860, một nhà hình học người 
Ÿ, Eugcnio Beltrami (1835-1900), đã khăm phá rằng cac 
đường trấc địa trên một bề mặt có độ cong âm không đổi 
có hành vi giống như các đường trong, hình học của 
Lobachevsky. Ông trình bày những kết quả nay trong 
một bài báo mà ngày nay rất nổi tiếng, chỉ ra rằng không 
cần thiết phải thêm vào các khái niệm hoặc ý tưởng mới 
cho hình học Euclid để có được hình học Phi-Eucbd. Để 
đưa ra ví dụ về một bề mặt có độ cong âm không đổi, 
Belttami đã sử đụng một giả mặt cầu (Hình 38), là bề mặt 
có được bằng cách quay một đường càng gọi là đường 
tractric vòng quanh đường tiệm cận của nó." Có một vấn 
để mang tính ki thuật với chiếc giả mặt cầu này: nó có 
một bờ sắc nhọn - một cư đân sóng trên một bề mặt như 
vậy sẽ đi tới được bờ đó trong một thời gian hưu hạn. Khi 
đó, người ta chưa rõ liện có tôn tại hay không các bẻ mặt 
với độ cong âm không đổi mà không bơ. 

Luigi Cremona (1830-1903), nhà hình học người Ý 
hàng đầu của thời đó, đã băn khoăn về bản thảo bài báo 
của Beltrami, mối lo ngại của ông đã thuyết phục Beltrami 
không đăng bài báo của mình. Beltrami có lế đã làm vậy 
nếu ông không có được một bản sao bài giảng của 
Riemann. Bài giảng này làn ông nhận ra rằng những gì 
ông đang nói đén thực sự có ý nghĩa. Những bể mặt có 
độ cong khóng đổi tổn tại, cho dù ta có thể đặt được 


*% Tractric lä đương cong trên mặt nhàng được tạo bởi mốt đầu của 
một sợi đây có độ đài nhất đình, ma bạn đầu hướng thẳng lên triển, 
khí đầu kia của sợi đâv đi chuyền theo mội đường tháng nằm 
ngang trong mặt phàng 
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Hình 3đ. Giả mặt cầu. 


chúng vào trong không gian ba chiều hay không. Bài báo 
đó của Beltrami có một ảnh hưởng mang tính quyết định 
đến Poincaré, một vài năm sau. 

Sự phân biệt giữa thực thể vật lí và thực thể toán học 
của Riemann là rất quan trọng nhưng thường bị lãng 
quên. Sẽ là vô cùng tự do nêu ta không phải luôn ngoái 
đầu lại để mà lo lắng rằng liệu bể mặt này hay bể mặt kia 
mà ta có thể dựng lên có vừa vặn hay không trong không 
gian ba chiều. Riemann đã cung cắp một sân chơi lạ 
thường cho các nhà toán học. Chúng ta không cân phải lo 
lắng liệu không gian Eucbd năm chiều có tồn tại hay 
không - đương nhiên là có. Đó chỉ là tập hợp của các bộ- 
năm số thực, với khoảng cách giữa hai điểm được định 
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nghĩa bởi một biến thể của cóng thức Pvthagoras. Côn 
điều gì nữa không tổn tại? Tương tự, việc dựng, lên các vì 
dụ của một hình xuyến phẳng là dễ dàng - ta có thẻ định 
ngÌia chúng là tập hợp của các cặp, mỗi cặp bao gỏm một 
điểm của một vòng tròn này và một điểm của vòng tròn 
khác, với một công thức thích hợp cho mêtric. Chúng ta 
thậm chí còn có thể viết chúng ra thành một tập hợp con 
cụ thế của không gian Euclid bến chiều. Bạn có thể tính 
toán tất cả mọi thứ. Không còn điều gì có thẻ thực tế được 
hơn thế nữa. 

Một vài v tưởng toán học đang được tranh luận trong 
các trường đại học Đức vào thời điểm đó đã xuất hiện rải 
rác trên các phương tiện truyền thông đại chúng. Đồng 
nghiệp của von Helmhoitz ở Leipzig, nhà tâm lí và sinh lí 
học Gustav Fechner đã viết một truyện ngắn, Không gian 
có bàn chiều, đưới bút đanh Tiên sĩ Mises.” Fechner sử 
dụng bút pháp tương đồng để miêu tả các sinh vật ở 
khòng gian hai chiều trải nghiệm sự sống trong không 
gìan ba chiều như thể nào. Ông xem thời gian như một 
chiều thứ tư. Phương pháp tương đồng của Fechner mé 
hoặc những người cầm bút, và vào năm 1834, Edwin 
Abbot, ở Anh, đã viết một cuốn sách nhỏ và thú vị, với 
n1iỘt phần nội dung châm biếm xã hội thời Viectoria, phân 
khác là một bài tập mở rộng trong, hình học, có tựa đề: 
Vùng đất phẩng: Truyền thuyết lãng mạn của không gian nhiều 


” Câu chuyền xuất hiệu trong tuyển tập của Fechner, V¡er Paradove 
xuất bản nãn 184a dưới tên giả Dr. Miscs Xin xem giới thiệu của T. 
Banchoff FlaHami caa Abbott ở ghỉ chú đức" đây. 
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chiêu (Flatiandl: A Romance of Miany Dimensions). Trang 
đầu in như sau: 


Càmn 
Các Cư đân của kIIÓNG GIAN NƠI CHUNG 
Và H.C. NÓI RIÊNG 
lác phẩm này là Quà tặng 
Của mốt Thổ dân Nhỏ bé của vùng Đắt phẳng, 
Với Hi vong rằng 
Ngay cả khi anh Xong phong khám pha những Bí ẩn 
Của không gian BA Chiêu 
Ma trước đây anh vốn quen thuộc 
Với CHỈ HAI chiên 
Nhớ vày, mọi Công dân của [2ãi tình Lú này 
Có thể khao khát cao hạn và cao hơn 
Đến Bí mật của KHÔNG GIÀN BÓN, NĂM HAY THÂM CHÍ 
SÁU chiên 
Qua đó góp phần 
Mở rộng TRÍ TƯỜNG TƯỢNG 
Và vào sự ['hát triển khả đi 
Của Quả táng quý hiểm và tuyệt hảo của sự GIAN ĐƠN 
Trong số những niông loài cấp cao 


Của NHÂN LOẠI BÈN VỮNG 


« + ` rẻ ` . Ẩ Ũ LẠ ` ˆ ˆ 
Cuòn sách này vân còn tiếp tục được In KẾ từ khi nó ra 


đời và văn có giá trị với người đọc ngày nay."" Nó có lẽ 


Ẻ Hai án bản gần đây có ghì chú và giới thiệu của hai nhà hình 
học, xem E. À. Abboht, F)aHand: AÁ làonimce 0É XÍfanU TJimiensions, mới 
thiêu và ghi chú bởi Ê. Banchoff (Princcton: Prmeeton ƯUnIversty 
'ress, (991); và E_ A. Abbott, 7e aAnnolited PlnHanad: Á Nattancv d† 
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đã đưa khái niệm không gian nhiều chiều vào trong nền 
trí thức đại chúng một cách thành công hơn tất cả các bài 
giảng toán học trong thế kỉ 20 gộp lại. 


TÍNH NHÂN BẢN CỦA RIEMANN 


Sau tắt cả những lời nói và hành động, đường như vẫn 
tn tại một bí ẩn sâu thẳm vẻ Riemamn. 

Ông là một trong những nhà tư tưởng táo bạo nhất 
của mọi thời đại, nhưng theo tất cả các thông tin còn lưu 
lại, thì tính nhút nhát trong các tình huống xã hội gần 
như là biểu hiện mang tính bệnh lí của ông. Ông thực sự 
chỉ được thoải mái với gia đình của mình. Làm thế nào 
mà một con người rụt rẻ, tồn trọng mọi người và vô cùng 
khiêm tốn, tìm thấy được sự can đảm để đưa ra bài giảng 
thách thức Kant, nhà tư tưởng có tằm ảnh hưởng bất khả 
xâm phạm nhất trong số những tư tưởng gia của thời kì 
Khai sáng? Bài giảng này có thể chẳng gây ra vấn để gì 
quá lớn với những người nghe là các nhà toán học thuần 
túy, nhưng hỗm đó trong SỐ những người nghe còn có 
các triết gia. Trong một cuốn sách có ảnh hưởng gần đây, 
Từ tài hoa đến 0ï dại?°, nhà tư vẫn quản lí người Mi Jim 
CoHins và một nhóm nghiên cứu chỉ rõ tám tập đoàn lớn 
luôn trội hơn các công tì khác. Họ thấy rằng tất cả đều 


Mamw ÌDhHensions, giới thiệu và ghi chú bởi L Stewart (Cambridge, 
MA.: Perseus, 2002). 


!LT, Colins, Good tơ Great: Whu Some Companies Miake the Lenp... quả 
CJiirers Don † (HarperCollins, New York, 2001). 
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được lãnh đạo bởi các giám đóc điều hành khiem tôn, co 
một só đặc tính cá nhân giỗng nhau mà Collin»s gụi là 
những đặc điểm của tài lãnh đạo bậc năm. Một trong 
những đặc tính đó là không có ai, ngoại trừ người thần 
quen, đã từng nghe nói về các nhà lãnh đạo này. Họ 
không xuất hiện ở trang nhất các tạp chí. Không hào 
nhoáng. Họ sống đơn giản và luôn cho rằng thành công 
của công H họ là đo may mắn. Họ rất khiếm tốn, có lòng 
quyết tâm và sự tập trung cao độ, và táo bạo, cho rằng 
thành công mà họ có được là nhờ người khác. Sự kết hợp 
giữa lòng khiêm tốn với tính táo bạo tột cùng và sự can 
đảm trong tâm thức của mốt người nghe khá piống với 
Ricmamn. 

Riemann quyết định không xuất bản bài giảng tập sự 
của mình - ông là người quả cầu taàn và vật và bận rộn: 
bức thư của ông gửi cho anh trai nình đã đẻ cập và điễn 
tả sự lo lắng của ông vẻ mỏi liên hệ pìữa loán học va vật 
lí. Riemann chỉ sống được hơn mười năm sau bài điễn 
thuyết thử việc của mình. Ông mất vào năm 1866, hơn 
một tháng trước sinh nhật lẫn thứ bốn mươi của mình, 
bên bờ hồ Maggiore tại Ý. Người bạn và cũng là người 
viết tiểu sử cho ông, nhà toán học Richard Dedekind, 
miêu tả những giây phút cuối cùng của ông: "Một ngày 
trước khi qua đời, ông lam việc dưới một cây sung, tâm trí 
ông đầy ấp niềm vui trước khung cảnh rực rỡ quanh 
mình. Cuộc đời óng đần dân kết thúc một cách nhẹ 
nhàng, không xung đột cũng không đau đớn... Ông nói 
với vợ “Hãy hên vác con“ Bà lặp đi lặp lại lời cầu nguyện 


z ` z1." . 2ˆ ˆ Ầ ` › £ Ð 
Chúa cùng với ông, giọng óng yêu dân... bà cảm thây bàn 
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tay của ông ngày càng lanh trong tay mình, và sau một 
vài hơi thở dài cuói cùng, Nái tim tính khiết, nhân hậu đó 
đã ngừng đập Tâm hồn cao quý được vụn bói trong ông 
từ ngôi nhà của cha mình đã động hạnh củng ông suốt cả 
cuộc đời, và ông phục vụ Chúa một cách nhiệt thành 
cũng như cha của ông - nhưng theo một cách khác."* 
Mỗi thời khắc lại có những v tưởng xuất sắc. Có lẽ 
Riemann sẽ luôn khiến cho nhiều thể hệ các nhà toán học 
trên khắp thế giới phải bận rộn. Thật đăng ca ngợi sự kết 
hợp kì điệu của các mối nhân đuyên cho phép trí tuệ của 
một con người mà trước đó rất ít người biết đến như 
Riemamn phát triển. Các mỗi nhân duyên đó là hệ thống 
giáo dục Đức, trong đó đỉnh cao là các trường, đại học 
nghiên cứu Đức, và cả tắm nhìn xa đáng chú ý của cac cả 
nhân ngoài hệ thống các trường đại học, như anh enì 
Ilumboldt và Crelle - những người đã dùng tâm sức, tài 
chính để nuôi dưỡng các tài năng xuất chúng. Nếu không 
có sự khích lệ của Humboldt, Dirichlct sẽ không có một vị 
trí ở Đức; nêu không có ảnh hưởng của Dinchlet, nhận 
thức toán học trong Riemanmn có thể đã khác. Nếu chúng 
ta hiểu được rằng khám phá trong toán học có tính nhân 
bản sầu sắc, thì có thể chúng ta phải thừa phận thực tế là 
những kiến thưc toan học đẹp đe như vậy có thể nảy sinh 
nhờ sự giao thoa của hàng loạt sự tình cờ, Sẻ không qua 
khí nói rằng, chắc chắn hàng trăm thanh niên của cuộc 


£ z Z KẺ .£ s 
söqqg hóm nay đang có năng khiêu như Riemaann, nhưng 


T B, Ildetann, Ges20elHe tìnthemalische Werke nhỉ toissenaschafHicher 
MHOHays, 3'*°ed , vọn Heinrich Weber (Leipzlie: B, G, Teubner, 1892), 
¬41-55 
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họ sẻ không thẻ bộc lộ hét khả năng tiêm ân của mình chỉ 


vì thiêu cơ hối. 





#fimh 32. Chân dung Bernhard Riemann 


http://tieulun.hopto.org 


Kleimn và Poincaré 


Potncaré sinh năm 1854, hai tuần trước bài giảng tập sự 
cực kì hệ trọng của Riemann. Cho đến cuối những năm 
hai mươi tuổi, Poincaré hầu như chẳng biết gì về 
Riemann. Không hễ gì. Vì ở thời điểm đó, những ý tưởng 
của Riemamn đã bắt đầu tương tác với những ý tưởng của 
những nhân vật khác và đã xâm nhập vào hầu hết các 
lĩnh vực toán học, mặc dù ở những địa điểm khác nhau, 
tại các thời điểm khác nhau và với các mức độ khác nhau. 
Ảnh hưởng của Riemann có tác động cả ở cấp độ phong 
cách lẫn bản chất. Ông tìm kiếm trí thức, không chỉ thông 
qua tính toán, mà còn qua tư tưởng, bằng cách truy ra các 
khái niệm đúng."? Cảm hứng của ông dường như xuất 
phát từ một sự suy tưởng sâu thắm và không lời về hình 
học, vật lí, và triết học; õng đã biến đối mọi lĩnh vực của 
toán học mà trí tuệ luôn lao động không ngừng nghỉ của 
ông chạm đến. Sau Riemann, chăng ai chất vấn liệu ta có 


1 Người ta đòn rằng công trình của Riemann hoàn toàn rất khái 
quát. Nhưng số ghi chép của fiemann chứa đựng một khối lượng 
đồ sô các tính toán. 


Pu tirc gio si 
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cần đến những ý tưởng hình học và topo học hay không 
để hiểu sâu hơn về giai tích. Cũng chăng còn nữa những 
hoài nghỉ nghiêm túc rằng số phúc có tầm quan trọng 
hơn nhiều, chứ không chỉ là một cách viết tắt thuận Hiện, 
SỐ chiều cao hơn và các đang hình học khác nhau đã trở 
thành các thực tế toán học trung tâm có một ý nghĩa sảu 
sắc trong cách thức suy nghĩ của chúng ta vẻ thế giới. 

Nếu công trình của Riemann đánh dẫu sự mở đầu 
các ngành của loán học đương đại, sự qua đời của ông 
trong năm IR65 báo trước bình mình của kỉ nguyên chính 
trị hiện đại. Trong suốt cuộc đời của ông, chú nghĩa đân 
tộc rói lên như mội lực lượng mạnh mẽ và châu Âu bắt 
đầu tò chức lại những hướng, phát triển rna chúng ta có 
thể đã nhận ra ngày hôm nay. Đề quốc một thời hùng 
mạnh Hapsburp bắt đầu tan rã. Bán đảo của người Ÿ về 
cờ bản đã thống nhất lại vào giữa thập kỉ 1860. Tại Đức, 
sự thất bai của cuộc cách mạng 1848 đã có những tác 
động mà rôt cuộc được chứng, mình là cực ki thảm 
khốc. Những người bao thủ, chắng hạn như Otto vọn 
BismarvK”” - một sinh viên luật tại Cöttingen trong vụ bãi 
nhiệm bảy giáo sư Göttingen, đà hợp nhất quyền lực ở 
nước Phố và tạo lắp một nhà nước quản phiệt công khai 
chuẩn bị chiến tranh với Pháp ngay tr năm 1850. Chiến 
thuật ngăn ngừa sự thông nhất của nước Đức bảng bắt cứ 
giá nào của người Pháp đã đem lại kết quả trái ngược, 
càng làm tăng cảm Hình của đại đa số người Đức đối với 
sự tháng nhất. 


1 Bismarck Không chỉ là một người cực kì bảo thủ. Ong là ngưcn đã 
có công tạo ra mạng lưới an sinh xã hội của thơi hiện đại, 
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Phỏ đánh bại Áo hoàn toàn trong cuộc chiến tranh 
Áo-Phổ năm J866 và gạt bỏ nó khỏi liên bang Đức. Điều 
này cho phép sự tái sáp nhập về lực lượng vũ trang của 
một số bang của Đức với Phố. Khi Riemann i Italia lần 
cuối, Phố chỉ vừa mới xâm lược Hanover, sáp nhập nó 
vào. Bismarck, sau này là thủ tướng, đã lôi kéo được Pháp 
tuyên chiến với Phố vào năm 1870. Cuộc chiến tranh này, 
mà ngày nay gọi là chiến tranh Pháp-Phổ, diễn ra trong 
thời gian ngăn, đâm máu và tàn bạo. Quân đội Phổ đã 
đánh tan đội quân kiêu ngạo và chuẩn bị một cách yếu 
kém của Pháp trong trận chiến Sedan. Hoàng để 
Napolcon IH bị bắt làm tù bình và buộc phải thoát vị. 
Paris bị vây hãm. Gần 200.000 binh sĩ đã thiệt mạng, trong, 
đó 80% là người Pháp, và 250.000 người bị thương. 

Sự nhận thức rằng chính người Pháp là những kẻ 
xâm lược đã thống nhất nước Đức. Như một phần của cái 
gọi là tiến trình hòa bình, để chế Đức mới được thành lập 
tuyên bố chủ quyền tại Versailles. Vua Wilhelm IV nước 
Phố trở thành Hoàng đế Wilhelm Đệ nhất của để chế Đức 
và mục tiêu của những cuộc cách mạng năm 1848 cuỗi 
cùng đã đạt được - như nhận xét đầy hài lòng của 
Bismarck - "bằng máu và sắt thép." Cái giá phải trả là 
thảm họa trong nửa đâu thể kỉ 20. "5 

Sự kiêu ngạo của nước Đức trong mọi lĩnh vực ngày 
càng tăng lên. Phổ, vốn khoan dung kẻ bại trận trước đó - 


05 Đồ lỗi Bismarck gây ra Thế chiến I là không cóng bằng. Hoàng 


đề Wilhelm IlJ, người đã sa thái Biísmarck ngay sau khi lên nắm 
^ ” ~- -A 
quyền, có lôi nhiều hơn. 
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Áo đã đòi hỏi Pháp thanh toán những chí phí tái thiết 
nặng nẻ, điều này tạo ra nhiên liệu cho sự bùng nỗ của 
kinh tế Đức. Sự nồi lên của các trường, đại học nghiên cứu 
Đức đã chuyên nghiệp hỏa đội ngù g)áo su, và làm tăng 
khoảng cách tr tuệ giữa các ngành học thuật với nhau và 
giữa từng ngành với những lĩnh vực giáo dục phổ thông. 
Bộ trưởng Bộ Giáo dục Phổ, Friedrich Althoff (1839-1908), 
là một nhà quản trị tài năng và đặc biệt có ý thức xảy 
đựng vững mạnh nên toán học Đưc, 

Không chỉ ở Đức, nhiều nhà toán học tài năng còn có 
mặt ở những nơi khác. Sự phát triển thịnh vượng và 
những phong trào yêu nước đã có tác dụng tốt với toán 
học. Ở Ý, một số nhà hành học rất giỏi xuất hiện. Paris vẫn 
là thủ đó trí tuệ của cả thẻ giới. Các trường đại học của 
Anh tiếp tục đẻ lại dâu ân, không phải thông qua các 
trường phái mà nhờ vào các cá nhân kiệt xuất. Tình hình 
cũng tương tự với các nước S5candinavia. Nga vốn có một 
truyền thống toán học mạnh mẽ và truyền thống này vẫn 
tiếp tục đi lên. Nước MI vừa nổi lên sau cuộc nội chiến 
thảm khóc, đang trải nghiệm sự nóng bỏng của lợi ích 
đến từ các ngành nghiên cứu hàng đầu. 

Tuy nhiên, nước Đức vẫn chưa có đối thủ. Các cơ sở 
nghiên cứu của Đức đang ở định cao, lúc đó đang ý thức 
được sự xuất sắc của riêng họ. Sr kết hợp của tính cạnh 
tranh, tầm nhìn của bộ phận quản lí trưng tương, và mt 
đội ngủ giáo sư chuyên nghiệp và chuyên tâm vào 
nghiên cưu đã sản sinh ra các công trình đặc biệt có chất 
lượng cao. Tảm cỡ khoa học của các trường đại học Đức 
vượt xa những nước khác. Khoa toán của hầu hết các 
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trường đại hoc như Leipzig, Fialle, Konigsberg, Bomn, 
Erlangen - được điều hành bởi các giáo sư mà tên tuổi vân 
còn được nhớ rò tới ngày nay. Hai trường đại học lớn 
nhất là Berlin và Göttiingen. Berlin có lợi thể là có các 
trường ở gản nhau, và một thành phố không lỗ. Nhưng 
Göttinger, trường đại học của Gauss, Dirichlet, va 
Riemann, phát triển mạnh và vượt trội hơn mợi mong 
đợi. Dưới tầm nhìn xa trồng rộng và sự quản lí tài năng 
của Felx Klein - va những người mà ông bổ nhiệm, như 
David Hilbert - và những người kế nhiệm của Klein như 
Richard Courant, Göttingen đạt được vị thế gần như là 
huyền thoại.!* Đặc biệt, Klcin đã nhìn nhận rằng, sự phát 
triển của toán học theo tỉnh thần của Riemann như là một 
niềm tín thiêng liêng sinh ra trong cấu trúc rát nhân tạo 
của các trường đại học. 


FELIX KLEIN 


Felix Klein, con trai viên thư ký của người đứng đầu 
chính phủ Phổ, sinh tháng 4 năm 1849, khi cuộc cách 
mạng Đức đã bị đánh bại. Cao lớn, đẹp trai, quảng giao, 


!% Để tìm hiểu thêm Göttingen cuối thế kỉ 19, đầu thế kỉ 20, xem 
cuốn tiểu sử Hilbert của C. Reid (New York, Heidelberg, Berlin: 
Springer-Verlag, 1970) và Coiraml mm GôlHineen and Neứ York, The 
Stdrụ af an Imiprobnble Miathetnaticim (New York, Tícidelberg, Berlin: 
Spnnget-Verlag, 1976). Nhiều thòng tín còn nằm trong bài báo D. E. 
Rowe “Kleimn, Hilbert and the Gottingen Mathematcal Tradition", 
C5075 5, to, 2 (1989): 186-213 và "Jewish Mathematics” at Gottìngen 
„n thẻ Era of Felbx KletrU, fšs¡s 77 (1986): 422-49, 
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am hiểu vẻ xã hội, ông là một nhà lãnh đạo bấm sinh và 
nhanh chóng được đánh giá là một trong những nhà toán 
học hứa hẹn nhất của thời đại. Ông có mặt ở Jaris khi 
chiến sự nỗ ra năm 1870. Ông vội vã trở về và tham gia 
vào quân đoàn Phổ với vai trò là một nhân viên quân y. 
Trong quân dội, ông phục vụ cho bộ trưởng giáo dục 
tương lai của Phổ là Althoff, và hai người rất quý trọng 
nhau. Sau một thời gian ngăn tạm trú tại Göttingen sau 
chiến tranh, ng được bố nhiệm làm giáo sư toàn năng tại 
Đại học Frlangen ở độ tuổi 23 - lúc gản như chưa được ai 
biết đến. Ba năm sau đó, vào năm 1875, ông chuyển đến 
gần Munich, kết hôn, làm việc tại Leipzig vào năm 1880, 
và trở vẻ Góttinyen vào năm 1886. 

Giống Riemamn, Klein nghiên cứu lí thuyết hàm số, 
đồng thời quan tâm mạnh mẽ đến hình học và tODO 
học. Để chuẩn bị cho lễ nhàn học hàm Øláo sư toàn năng, 
ông đã phác thảo một chương trình nghiên cứu. Phác 
thảo đó, sau này được gọi là chương trình Erlangen,"” 
đưa ra một viễn cảnh mang tính đột phá của hình học với 
một trọng tâm khác với hình học của Riemamn. Một trong 
những khái niệm đễ tiếp thu của Riemann, đó là việc ta 


phải xác định ý nghĩa của một đường thẳng, và cách định 


” Bản tiếng Đức được in trong một cuồn sách nhỏ không để mì 
thấy. Tuy nhiên, nó đã được tái bản, bản đích tiếng Ý và Pháp được 
tiến hành và xuất hiện trong các tạp chí lớn. Bản dịch tiếng Anh bởi 
M. W. Haskell "A Comparative Ilevicw of lRecent lkesearches in 
Geometry", xuất hiện trong Bul¿hm öƒ the New York MatlemaHcnl 
Socrel 2 (1893): 215-49 và được mm lại trong lD, G. Saan (ed,), The Wau 
It Wns: Mlathemaffcs hom: the Earl Years oƑ the Bulletm (Providence: 
American Mathematcal Society, 2003). 
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nghĩa nó như thế nào là quan trọng. Điều này, trên thực 
t, đã được chỉ ra hơn một nghìn năm trước đó bởi 
Proclus trong bài bình luận của öng vẻ Euclid. Sự đồng 
nhát đường thăng với đường trắc địa của Riemann chỉ là 
định nghĩa hợp lí từ quan điểm của những cư đán sống 
trong một không gian: đường nào khòng phải là đường 
trắc địa thì sẽ không thăng đối với họ. Ngay cả người Hi 
Lạp ở Alexanđria cũng đã biết nhiều như vậy (và họ biết 
rằng các đường trắc địa song song khóng tồn tại trong 
một số không gian, và tồn tại nhưng chưa chắc là duy 
nhất ở một số không gian khác). Tuy nhiên, nhiều người 
cảm thấy định nghĩa hình học của Riemann đã quá ôm 
đồm: néu không gian có một mếẽtric, thì sẻ có một đường 
trắc địa đi qua mọi điểm theo nuọi hướng, Có khác nào 
hình học luôn là đặc biệt, đối xứng, và đẹp hay sao? Nói 
rằng một mặt cầu tròn mang trên nó mật dạng hình học 
là một chuyện, nhưng, nói rắng một mặt sản sùi như vỏ 
củ khoai tây cũng giống như vậy thì lại là chuyện khác. 
Đối với Klein, các dạng hình học phản ánh những sự 
đối xứng; và các đối tượng hình học, đặc biệt là đường, là 
những đổi tượng vẫn giữ nguyên trạng đưới tập hợp các 
phép biến đổi được thiết lập theo quy định nào đó. Quan 
điểm này có sự liên hệ chặt chẽ đến đại số - theo đúng 
nghĩa mà các nhà toán học hiểu về từ này - cụ thể là bộ 
môn nghiên cứu vẻ các táp hợp chứa một hoặc nhiều 
phép tính." Một tập hợp chỉ chứa một phép tính duy 


8 Ví dụ như phép tính cộng của số nguyên, phép tích hợp của 
đồng phối không, gian, phép hoán vị của chữ cái của một từ. Lí 
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nhất và tuần theo vài tiên đề nhất định được gọi là một 
nhóm. Tập hợp tất cả các phép biến đổi một-một từ một 
không gian lên trên chính nó có một phép tính tự nhiên: 
nêu chúng ta thực hiện một phép biến đổi, sau đó một 
phép khác, ta sẽ có một phép biến đối thứ ba có thể được 
xem như là fíh của hai phép biến dối. Tương tự, phép 
tính hủy bỏ một phép biến đối có thể được xem như một 
phép biến đổi khác, gọi là yhích đảo của phép biến đối 
ban đầu. 

Nếu một tập hợp mà trong đó nghịch đảo của bắt kì 
phép biến đổi nào, hay tích số của bất kì hai phép biến 
đổi nào cũng nằm trong tập hợp đó, thì tập hợp đó là một 
nhóm, và chính những tập hợp như vậy là các tập hợp 
đáng quan tâm nhất. Chương trình Erlangen của Klein 
đấu tranh cho quan niệm rằng hình học là ngành nghiên 
cứu các đối tượng bất biến của các nhóm có các phần tử là 
các phép biến đổi. Một nhóm các phép biến đối khác trên 
một không p1an cho ra một đạng hình học khác. Những 


2 £ ` Z ` “ Ầ Ầ “Ạ 
nhóm đến từ các đạng hình học đơn giản nhât đâu tiên 


thuyết nhóm là một ngành con của đại số mà đối tượng nghiên cứu 
lầ nhóm. 1a không nên ấn tượng rằng mỗi tập hợp có một phép 
tính đuy nhất trên các phân từ của nó là một nhóm. Ngoài rà còn 
có các tập hợp khác với một phép tính đuy nhất đáp ứng các tiên 
đề khác nhau (nửa nhóm (semigroups), nừa nhóm mônôit 
(monoids), giả nhõm (pseudogroups)) đáng quan tâm. Ta cũng 
nghiên cứu các tập hợp có hơn một phép tính toán. Phụ thuộc vào 
các tiên để mà hai phép tính thỏa mãn và cách chứng liên hệ với 
nhau, tà có thể thu được vành (ring), trường (ñeld), mô-đun 
(module), giàn (latlice), và các cầu trúc khác. Bực mình thay, từ đại 
SỐ cũng được dùng để chỉ một lớp vành đặc biệt (vì vậy một đại SỐ 
là một ví dự cụ thể của một lớp cấu trúc mà đại số nghiên cứu). 
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được nghiên cứu bởi một người bạn của Klein là Sophus 
Lie. Các không gian có tính đối xứng một cách tối đa đối 
với các nhóm đơn giản nhất trong số các nhóm này hóa ra 
lại có quan hệ với các không gian mà trong đó độ cong là 


không đối. Tất cả thật rõ ràng. 





H.nh 4Ø Fellx Kleìn 


Các quan điểm của Klein và Riemamn di nhiên không 
phải là những quan điểm duy nhất. Những nhà toán học 


, . .- ` . ` '4 + ˆ Ầ `... 
khác, đặc biệt là Hilbert, cảm thây răng không cần phải 


>2 GIÁ THUYẾT POINCARE 


định nghĩa điểm hay đường thẳng, mà nên có một nhóm 
các tiên để đơn giản và hợp lí đặc trưng cho hình học 
Euclid. Ta có thể suy nghĩ đến hình học Riemamn theo 
hướng đại số nhiều hơn, nhưng với các đối tượng đại số 
này, người ta đã phải chờ cho đến nửa sau của thế kỉ 20.1 

Cho đến năm 1880, Klein đã làm cả thể giới phải theo 
sau. Là một giáo viên bậc thầy và giảng viên kiệt xuất, 
ông thu hút một số lượng lớn sinh viên tài năng đến 
Leipzig. Ông mở rộng công trình của Riemann về lí 
thuyết hàm số, nghiên cứu các hàm số bất biến dưới tác 
động của các nhóm chuyển động của mặt phẳng phức. 
Klein không thể không tự tưởng tượng về chính mình 
như là người kế thừa trí tuệ của Riemamn. Chơ đến đầu 
năm 1881, Klein bắt gặp ba ghi chú ngắn của Henri 
Poincaré, có tựa đề Về các hàm số Fuchs trong kỉ yếu của 
Viện Hàn lâm Khoa học Pháp.!!*® Chàng trai này là ai? Một 
người Pháp tư? Ở vùng Caen hẻo lánh sơ với tất cả mọi 
nơi. Tại sao Klein lại chưa nghe nói gì về anh chàng này? 
Làm thế nào Poincaré đạt được những kết quả này? Và 
anh ta đang làm gì với việc đặt tên cho các hàm số mà 
Klein quan tâm sâu sắc theo tên của Lazans Fuchs (1833- 
1902) - một Giáo sư tại Heidelberg, người mà gần như 
không có được thành tựu nhiều như một số đồng nghiệp 
thân cận của Klein? 


"3 Ta cần đến giả nhóm và bó nhóm (sheaves of groups) thay vì 
nhóm. 

09 5SWr les functions fuchsiennes", Comptes rendus de PAcademir des 
sct£12cøs 92 (14 Feb 1881): 333-35: 92 (21 Feb 1881): 395-56; 92 (4 Apr 
1881): 859-61. 
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Klein ngay lập tức viết thư cho ngôi sao đang lèn này. 
Sau đó, điều tương tự không đến với Klein nữa: không 
bao giờ ông còn tỏa sáng một cách rất rực rỡ trong thẻ 
giới của riêng nrình. Bởi vì ông đã phát hiện ra trong 
Poincaré người thừa ké thực sự của trí tuệ Riemann. Trớ 
trêu thay, người thừa kế này gần như không biết gì về 
công trình của Riemann, và anh ta rõ ràng không phải là 
một người Đức. 


HENRI POINCARÉ 


Trái ngược với Riemann, gia đình Poincaré rất giàu và có 
địa vị rắt cao. Henri sinh ra ở nhà ông nội, ngồi nhà vốn 
là mót khách sạn nằm giừa trung tâm của thành phố lịch 
sử Nancy nước Pháp. Ngói nhà cao bòn tầng, với một cầu 
thang ở giữa và một sán vườn trung tâm hướng ra cửa. 
Nó chỉ cácIt một doạn đường so với chiếc cổng Craffe - 
công vờm và là kì quan xây dựng từ thế kỉ 14 mà giới quý 
tóc địa phương, các cóng tước xứ [arraine, đi qua trước 
khi nhận tước vị đáng kinh trọng của họ. Ở bên kía 
đường so với nhà Poineate là nhà thờ nơi các công tước 
được chồn cất. Cách đó một vài đãy nhà ngắn là đường 
phó, bên trái là quảng trường Stanislas tráng lệ, quảng 


hi hết tiểu sử cnộc đời Poincaré thì có sản nhưng không có tiểu 
sử p)hé bình nào về Ponmearé là tốt cả, Xem một số suy đoán thú vị 
về lí đo tại sao lai như vậy trong Heianzmann, "Éléments 
prepsaratoires à une bìographie đHenn Paincaré" Đài viết của 
Heinzmann chứa đựng mội kí hoa tuyết vời tuổi thơ của Poincaré, 
với các nguôn tham khảo cần thân. 
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trường mang phong cách baroque tuyệt đẹp được xây 
dựng bởi Stanislas Leszczynskt, đức vua bị hạ bệ của nước 
Ba Lan, vã là cha đượng của nhà vua Pháp Louis XV. Cha 
của Poincaré, Léon, là một nhà vật lí giang dạy tại trường 
y thuộc Đại học Nancy. Ảnh trai của Lưon, Antoni, liên 
tiếp đảm nhiệm một loạt các cÌ\ức vụ yất cao mang tính Kì 
thuật trong ngành xây đựng đân dung của nhà nước (một 
trong những việc đó là vị trí đứng đâu trong ngành 
đường sắt của khu vực Pans và phụ trách hệ thống thủy 
lợi của toàn nước Pháạp). HAI người còn trai của Antoni, 
những người anh em họ đầu tiên của Poincaré, đạt đến 
những vị trí cônp chức thậm chí còn cao hưn: Raymond 
?oincaré trở thành Tổng thống của nước Công hòa 
Pháp, ' và người em Lucien, là giám đốc của toàn bộ hệ 
thống giáo dục trung học, sau đó là nên giáo dục hậu- 
trung học của Pháp, và sau đó là hiệu phó trường Đại học 
Paris. 

Mặc dù có xuất thân tư sản sang trọng, Poincarẻ cùng 
khỏng tránh được những tai ương ập đến. Lần mắc bệnh 
bạch hẳu khi năm tuổi đã làm ông không thể đi lại vã nói 
được trong vòng chín tháng. Sau đó ông lại yếu ớt, có thẻ 
điều này giải thích cho thái độ hơi thờ ơ mà người ta phát 
hiện ra piữa Poincaré và người cha cường tráng của mình. 
Sự piáo dục thuở nho của Pơincaré cũng như của ent gái 
ông, AÌine, mắm trong tay của người mẹ, và có thể được mô 
tà chỉ bằng hại chữ “bùnh dị”. Gia đình thường ra ngoài dạo 
chơi hat lằn một tuản tronp, một nhóm lên đến hai mươi 


ĐỀ Ravmond Pomcaié (1860-1934) là thủ tướng từ năm 1912 đến 
L317, từ {913 đến 1924, và từ năm 1926 đến 1929. Ông là Tỏng, 
thống từ năm 1913 đến 1920. 
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người, và Poincarẻ cỏ thế tiếp cận với rất nhiều người lớn 
có suy nghi sáu sắc. Các kì nghỉ gia đình ở Frankfurt, Paris 
đồ hội, đây Alns, và Iondan là một phần thời thơ âu của 
ông, cũng như những kì nghỉ mùa hề và Phục Sinh dài 
ngày ở nhà ông bà ngoại tại Annecy. Aline kế về những kì 
nghỉ ở nhà ông bà ngoại như là khoảng thời gian hạnh 
phúc nhất trong thời thơ âu của họ. 





/fin/ #/. Nơi Poincaré sinh sống. 
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Gaston Darboux, người luồn thân tượng ông, kế về 
các trò chơi gìau trí tường tượng ma họ chơi tại Annecy, 
như việc xây đựng một hiến pháp tưởng tượng cho một 
đe chế ảo. 

Theo tất cả những thông tin để lại, cậu bé Poincaré 
lịch thiệp, lơ đãng dường như là một nguòn gây kính 
ngạc với các bạn cùng lớp và các giáo viên. Ông thuận cả 
hai tay, cận thị nặng, và sự phôi hợp giữa tay và mắt cũng 
là một thử thách đói với ông, rất có thể là kết quả của cơn 
bệnh tế hệt trước đó. Tuy nhiên, ngoại trừ vẻ, việc học Ở 
trường, thật nhẹ nhàng đối với ông, và ông rất xuất sắc 
trong tắt cả các môn. Một trong những giáo viên đâu tiên 
của ông nói với mẹ ông rằng ông, sẽ là một nhà toán học 
vĩ đại, và viết rằng Poincaré là “một quái vật toán học”. 
Em gái mô tả ông như bị chôn vùi trong đỗng sách, 
nhưng chẳng bao giờ có vẻ là đang làm việc cả. Theo bà, 
mẹ đã bảo vệ ông khỏi những sự mất tập trung đến từ 
cuộc sống hãng ngày. Trên đường từ trường về nhà, ông 
đã hoàn thành bài tập ở nhà của mình trong đầu. Nhiều 
năm sau, các bạn cùng lớp vẫn kế lại cảnh Poincaré moi 
trong túi ra một tờ giấy vô cùng nhàu nhí, đó chính là bài 
tập về nhà cửa ông. Ông đường như chẳng bao giờ ghi 
chép, thường có vẻ như đang nghĩ xa xăm và đang bị lạc 
trang chính suy nghỉ của mình. Ông có một bộ nhớ gàn 
như là máy ảnh, để đàng nhớ lại từng trang chính xác và 
vị trí của những điều mà óng đã đọc từ nhiều năm trước. 

Poincaré điểm đạm và tốt bụng. "Anh ấy rất cân 
bằng, không bao giờ đẻ lọ bất kì sự tức giận, bắt kì cảm 
xúc, hay bất kì sự đam mê trước bất cứ thứ gì. Tình cảm 
sáu sắc nhất là những thứ mà anh giấu một cách cần 
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trọng nhất”, em gái ông đã viết. "Trong cách đánh giá 
rgtrời khác của anh," bà nói tiếp, "anh tránh tất cả mọi sự 
cường điệu. Anh từ chói nói rằng một ai đó là rất tốt, hoặc 
rất xấu, bởi vì anh không tin vào sự tuyệt đối, đặc biệt là 
trong các vẫn đề mang tính đạo đức." ' 

Cuộc chiến tranh Pháp-Phổ đóng một vai trò quyết 
định trong những năm cuối thời thiễn niên của Poincaré. 
Cách chưa đây năm mươi dặm từ biên giới của nước Đức 
hiện tại, thành Nancy nằm ngay giữa trung tâm của cuộc 
chiến. Darboux, người đứng đầu Viện Hàn lâm Khoa học 
Pháp và là một nhà hình học tuyệt vời dựa vào chính thực 
lực của mình, đã mồ tả phản ứng kính hãi của Poincaré khi 
nhà cửa của gia đình bên ngoại của ông ở phía ngoài 
Nancv bị phá hủy, và trích dẫn một đoạn tường thuật từ 
một ngxười bạn của gia đình mỏ tả chàng trai trẻ Poincare 
giúp cha mình chăm sóc những người bị thương như thế 
1 Nancy rơi vào tay quân Phố, và bị chiếm đóng từ 
năm 1870 đến 1873, trong thời gian này có một quan chức 
cao cấp của Đức tạm trú tại nhà của Poincaré. Đó là quảng 
thời gian mà Poincaré học tiếng Đức.! 


nào. 


H3 Sở ghi chép của em gái PoIncaré, Alune, Item B 250, DocuHienls siy 
Poimmearé, Archive llenrnr-Puoincaré, niversité Nancy 2 (LPHS-AHIP), 
trang 191. Trích lại trong G. Heimzmann, "Éléments preparatoire à 
une bopraplue d'Henri Poincaré.” 

t Gastort Darboux, "Ếloge Historique d'Henri Poincaré", đọc trong 
một buối diễn thuyết công cộng vàu tháng 12 năm 1913, in lại trong 
O@u+ftes de Henri Ponrcaré, voi 2 (Paris: GauthiersVillars, 1952). 

1Š Có khác biệt thú vị trong thông tin của Darboux cho rằng 
Poincaré »éng năng học tiếng Đức bằng cách đị xuống quan cà phê 
để cơ thể đọc báo tiếng Đức và kể lại với cha mình cùng những 
người khác những gì đang diễn ra, và thông tín của em gái 
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Sau chiến tranh, Naney về lại tav người Phap. Metz, 
thành phố anh em của nó, mội thành phò thiên về công 
nghiệp nặng, cách ba mươi dặm phía trên sông Moselle, 
vẫn năm trong tầm kiểm soát của Đức và trở thành mọt 
phần của vùng thuộc Đức quản lí, vùng Alsace-Lorraine, 
cho đên sau Thế chiến L. Nancy, lúc bây giờ nằm trên 
đường biên giới, phát triển thịnh vượng thành một thị 
trấn biến giới sóng động, tràn ngập những nghệ sĩ và 
người tị nạn chạy trồn khỏi Alsace và chính sách Đức 
hóa. La thành phó có nhiều nét văn hóa La Mã nhất ở 
phia Đông nược Pháp, vào cuối thế kỉ 19, Nancy trở 
thành một ngọn hải đăng của nền văn hóa và văn mính 
Pháp. Công nghiệp, nghệ thuật, và văn hóa nở rộ, đã 
sản sinh phong trào Nghệ thuật Mới (Art Nouveau), lan 
rộng về phía tây từ Nancvy qua Paris, va từ đó truyện ra 
khắp nước Pháp. 

Một trong những đi sản sót lại của Napoleon là hệ 
thông đàc trưng Pháp của các trường lớn (grandes ecoles), 
các trường học ưu việt đào tạo các nhà quản lí và kĩ thuật 


: 3 š £ : h - & : ".... Š. ở 
hàng đâu của đt nước - đến tản ngày nay.''* Tiêu sử các 


Pomcaré cho răng ông học được héng Đức bơi vì người Đức khi 
tạm trú với gi đình luôn ngồi ở chỗ ấm nhất của phòng 
khách. Không được nhặc đón, nhưng khó có thể bỏ lỡ, là đánh gií 
hơi gay gất của cô cho rằng, Potincaré sẽ học bắt cứ điều øì nêu điều 
đó đồng nghĩa với việc chua sẻ chỗ âm trang cần phòng, 

Hh Trương làn là một hệ thống gồm 160 trương đại học nhỏ dược tài 
trợ tòt với chương trình giảng dạy dược chọn lựa cần thận. Các 
trường nay có một tị lẻ sinh viên-giáo viên rất cao (160 trường đại 
học có khoảng 11.000 sình viên tốt nghiệp mỗi năm), học phí vừa 
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nhà toán học Pháp thường được bắt đầu với thông tin 
đáng nể là họ đã thi lôt như thế nào trong các bài thi 
tuyển đầu vào, hay họ đã biểu hiện ra sao qua các kì thi 
và các cuộc tranh tài cấp quốc gia. Poincaré cũng không là 
ngoại lệ. Ông đoạt giải nhất trong nhiều kì thi quốc gia, 
và là một trong những thí sinh sảng giá nhất của trường 
Bách khoa (École Polytechmique) và trường Sư phạm 
(École Normale Supérieure) của Paris, những trường đặc 
biệt nồi tiếng về chất lượng toán học. 

Poincaré vào trường Bach khoa Paris năm 1873, tốt 
nghiệp ở vị trí thứ hai (BỞI vì điểm môn thể dục và nghệ 
thuật của ông hơi thập hơn một chút so với mức trung 
bình) vào năm 1875. Sau đó ông học tiếp tại trường Mỏ 
(Ecole des Mines), một trường lớn đành cho ngành học kĩ 
thuật cổ xưa nhất, và vì vậy danh giá nhất. Sau khi tốt 
nghiệp, ông bắt đầu với sự nghiệp kì sư mỏ, ngắn ngủi 
nhưng xuất sắc, trong thời pian đó ông hoàn thành luận 
án tiền sĩ với sự hướng dẫn của Charles Hermite. 

Những người chấm luận án của Poincarẻ không hoàn 


toàn hứng thú với luận án của óng.'” Họ thừa nhận kết 


pDải, và đầu vào thì cạnh tranh rẤt cao đưa trên các kì thị tuyến 
quốc gia bằng giấy, đôi khi bằng phòng vần. Các trường nay cũng 
cập nản 7U quản trị viên và giam độc trong các công tỉ Pháp, và tí 
lờ này trong nhà nước thậm chí còn cao hơn. 

Vặt nãm sau đó, Darboux, Chủ tịch của Ủy bạn giám khảo luận 
án viết, "Từ cái nhìn đầu Hiện, tôi đã rất rõ rằng rằng nó không phải 
ta bịmlr thương và đáng được khen thưởng. Chắc chắn là kết quả 
của nó đu đẻ cúng cấp tài liệu cho nhiều luận án tốt" (lời ca tụng 
của Datboux, trích dẫn trong phi chú 101, 21.). 
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quả của ông là phong phú, đóc đáo, nhưng khỏng hãi 
lòng với phần trình bày có phần cấu thả của Poincare, đặc 
biệt là đoạn cuối. Các chứng nành còn những lỗ hóng va 
bản thảo có đấu hiệu của việc viết vội vàng. Người đứng 
đầu hội đồng thẩm định luận án, Darboux, thới thúc öng 
tiếp tục phát triển một sò ý tưởng của mình và trình bày 
mạch lạc hơn. Poincare nghiêm túc sửa chữa bát kì lỗi nào 
taà hội đồng này nhắc đến, nhưng từ chi tiếp tục phát 
triến các ý tưởng, nói rằng ông có quá nhiều thứ khác để 
suy nghĩ. Darboux tôn trọng điều này, và do đỏ ông vượt 
qua kì sát hạch. 


Với bằng tiến sĩ trong tay, Poincaré tìm được một vị 
trí trợ lí giáo sư tại Đại học Caen vào tháng 12 năm 1879. 
Làm việc ở tỉnh lẻ là khởi đẫu quen thuộc của môi sự 
nghiệp mang tính học thuật ở Pháp. Caen là một thành 
phó nhỏ, thủ phủ của Calvados, vùng Normandy, vùng 
nổi tiếng với rượu táo trứ danh và pho mát hảo hạng. Có 
tiếng với các toà lâu đài theo kiến thúc Norman, và đặc 
biệt là pháo đài hùng vĩ của Wiliam-nhà-chinh-phạt 
(William the Conqueror) có niên đại từ 1060, Caen cÍu 
cách bờ biển Normandy độ mười đặm. Trường Đại học 


Caen”!? 


được thành lập năm 1422 bởi vua HÍenry VĨ của 
Anh, sau này hoàn toàn bị phá huỷ bởi các trận không 
kích lên quan đến cuộc đồ bộ của quân đồng minh lèẻn 


Nöormandy năm 1944. 


H8 Trường được xảy dựng lại sau chiến tranh, và khánh thành vào 
năm! 1337 
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Tình cờ, năm 1878, Viện Hàn lâm Khoa học Pháp 
công bó một cuộc thi "để cải thiên đáng kế một vài khía 
cạnh của lí thuyết phương trình vi phân tuyễn tính một 
biên độc lập." Poincaré khá quen thuộc với một vài công 
trình của Lazarus Euchs, đồng tác giả với thây hướng dẫn 
luận văn của ông vẻ một lớp các hàm số biến phức phát 
sinh trong môi quan hệ với các nghiệm của những 
phương trình vi phân. Poincaré đã tự hỏi, liệu các hàm số 
tương tự có tồn tại trong các bếi cảnh toán học khác 
khỏng. Cuối tháng 5 năm 1880, Poincaré gửi bài luận của 





Hình $2 Henri Polncaré. 
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nình để dự thị. Một thời pian ngàn sau đó, ông nhận ra 
rằng các hàm số này cố mi quan hệ với hình học Phi- 
Euclid. 

"Trong vòng hai tuần/' óng viết, "tôi đã cô gắng 
chứng minh rằng không thể có bắt kì hàm số nào la tương, 
tự với những gì mà lúc đó tôi gọi là các hàm số của Fuchs. 


HH Ông tiếp hục mô tả làm thể 


Lúc đó tòi đã quá ngu dốt 
nào mà sau một đêm khỏng ngủ đo một tach cà phê đặc 
lúc tối, ông phát hiện ra rằng - trái ngược với những gì 
ông đã từng tín - tồn tại một lớp rộng lớn của các hàm só 
Điỏng nh vậv. Sau đó, ông tìm ra một cách thuận tiện đề 
biêu điển các hàm số này. Đây là bước đột phá dầu tiên. 
Dĩ nhiên, một điều bất ngờ thậm chí còn lớn hơn đang 
chờ đón ông. 


“Sau đó tốt rời Caen, nơi tôi đang sống vào thời điểm đó, 
để tham tua mìột hội nghị địa chát tổ chức bởi Trương 
Mỏ. Những sự việc xây ra bất ngờ của chuyền đi này đã 
làm tôi quên đi công trình toán học của mình. Khí đến 
Coutances, chúng tôi tạm nghĩ va lái xe đi một vòng, thời 
điểm đặt chân lên thêm nhà, ý tưởng đó chọi đến với lôi, 
mắc đủ chẳng có bất kì những suy nghĩ nào trước đây 
trong đầu tôi chuẩn Dị cho nọ, rằng các phép biến đổi mà 
tôi đùng để định nghĩa hầm số Fuchs giống hệt các phép 
biến đổi trong hình học Phí-Eucld. Tói không kiểm 


chứng lại và cũng chăng có thời gian đẻ làm v›iêc đó do 


tẺ Tự Poamncaré, "Khoa học và Phương pháp” (Selence and Method) 


địch sang tiếng Anh bối Francis MaiHand. Trong ?e Valuc oƒ 
Scitee: EssenHnl WIitH1gs 0 Henri Pontrcaré, biên tập bởi Stephen lay 
Gauld (New York: The Mlodern Librarv, 2001), 332, 
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phạt tro chuvên với người khác ngay khi vừa ngài xuống 
phề, nhưng, tối đã cảm nhận mót sự chấc chân hoàn hảo 
và tức thời Tiến đường trợ về Can, tôi xác nhàu lại kết 
quả trong thịo gian rành rội để thỏa mãn tầm lrí của 


mình,” hh 


Điều này thậm chí còn hơn là một sự chân động. Nhưng 
^ . Ñ - > 4 z ~ 2 ^ Ậ 
không phải chỉ có vậy. Poincaré đã chuyên sang một sô 


câu hỏi về số học mà không hè nghi ngờ liệu chúng có bắt 
kì liên hệ với những gì mà ông đã làm hay không. 


“Chán nản vị không thành công, tôi bỏ một vài ngày đi 
bỏ bèn bờ biển để suy nghĩ về những điều khác. Một 
Em, khí đang đi bộ dọc theo những vách đá, ý tưởng đó 
đã đến với tôi, một lần nữa một cách ngắn gọn, bát ngờ, 
và chắc chắn tức thời, rằng các phép biến đổi của các 
đạng tạm nguyên bất định giống hệt các phép biến đổi 
của hinh hoc Phi-Euclid.”'!” 


Trở lại Caen, Poincaré nhận ra rằng điều này đồng nghia 
VƠi sự tản tại mà trước đây chưa ai tìm ra của một lớp 
hoàn chỉnh khác của các hàm số Puchs. Ông đã lạc vào 
một thẻ giới thần tiên của toán học. Poincaré gửi đến 
Viên Hàn lân Khoa học ở Paris ba bài bổ sung cho bài 
luận của mình, trong đó ông phác thảo một cách cản 
trọng mối liên hệ với hình học Phi-Euclid.!? Ông được đề 


12u 


[rích dân như trên. 
l2t Trích dẫn như trên. 
!2 Ba bài bố sung cho bài luận của ông gửi cho Viện Hàn làm Khoa 
học ở Paris (28 tháng 6 1880; 6 tháng 9 1880; 20 tháng, 12 năm 1880) 
vạch ra các nguyên lắc cơ bản của hình học Euclid và mỗi quan hệ 
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cử cho giải thưởng trong Viện Hàn lâm Khoa học lần đầu 
vào cuỗi năm 1880, và tháng 3 năm 1881, Viện Hàn lâm 
trao cho Poincaré một giải tuyên dương rất đanh dự, mặc 
dù không phải là giải nhất. 

Khám phá của Poincaré cho phép ông tiến xa hơn 
nữa, ông công bó các kết quả của mình trong hai bài báo 
ngắn gọn vào tháng 2 năm 1881, và một bài thứ ba vào 
mùng 4 tháng 4. Đây là những bài báo mà Klein đã lưu 
ý.'® “Sehr Gechrter Herr"' (cách nói lịch sự và mang tính 
công thức trong tiếng Đức không thể bất chước được của 
"thưa ông”) mở đầu bức thư của ngài Giáo sư Tiến sĩ Klein 
gửi đến Poincaré, ngày 12 tháng 6 năm 1881: 


“Ba ghi chú của ông ở bài Coinptes Rendus (báo cáo) ma tôi 
lần đầu tiên được biết vào ngày hôm qua - va tỏi nhận ra 
rất nhanh chỉ ngay sau đó rằng nó có hẻn quan chật chế 
đến những sự suy xét và các nỗ hực đa chính tôi bả ra 


‹ = . `.Ã - ` £ B 2 
trong suốt những năm qua - khiến tôi cầm thấy rấng; cần 


của chúng với hàm só Fucis. Những bài báo này bị lãng quên và 
mòn môi nằm trong kho lưu trừ Viện Hàn lâm Khoa học ở Paris 
cho đến khí được phát hiện lại vào tháng 12 năm 1979, chín mươi 
chín nàm sau đở bởi Jeremv Gray, lúc đó là một sinh viên sau đại 
boc (và bảy giờ là một sử gia toán học nổi tiếng). Đối với các bài báo 
bồ sung, và bình luận lịch sử về chúng, xem Jeremy J. Gray và Scott 
A. Walter, He Dobicaré, Threc Supplelmenlar EssaUs on the DIscouer 
gƒ Fuchstan FuncHons (Đerlin: Akademie Verlag GmbH and Pans: 
Albert Dlanchard, 1997). 

'* Văog ngày 11 tháng 4, nhà toán học nổi tiếng người Thụy Điển 
Mittag-Leffler, sau khi viết thư cho Hermite, đã viết cho Poincaré. 
Ha trở thành những người bạn suốt đời của nhau. Mittag-Leffler đã 
dự định xuất bản một tạp chí toán học mới và mời Poincaré xuất 
bản các bài viết trong đó. 
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phải viết thư cho ống. Đâu tiên, tôi hỉ vọng ông sẽ lưu 
tâm đến một số công trình khác mà tôi đã xuất bản trong, 
trong các Quyền XỊV, XV, XVII của \1a0thenuwiHrische Anmnlen 
vẻ những hàm số elliptic. Dó tất nhiên là các hàm số mô- 
đun, chỉ là một trường hợp đặc biệt của mối quan hệ phụ 
thuộc mà ông đang đặt ra, nhưng một sự so sánh kĩ hơn 
sẽ cho ông thấy rằng tôi có lẽ đã rút ra được các đặc tính 
chung.” 
Mặc dù Klein chỉ lớn hơn Poincaré năm tuổi, ông đã là 
một giáo sư toàn năng có địa vị vững chấc ở Đức với tầm 
ảnh hưởng rất lớn. Klein biết rằng Poincaré sẽ nhận ra tên 
mình. Ông cần thận phi chú tất cá những gì ông đã công 
bố đồng thời chỉ rõ rằng ông cũng đã thu được một số kết 
quả khác - mặc dù chưa được công bỏ nhưng đã được 
thảo luận với những người khác. Tranh giành thẩm quyền 
đã xảy ra: Klein bày tỏ hi vọng rằng lá thư của ông sẽ là lá 
thư mở đầu một cuộc trao đổi kéo dài, bỏ qua đanh tính 
một số người, giả bộ nói rằng ông sẽ không có nhiều thời 
gian để suy nghĩ về những vẫn để mà ông đang viết cho 
đến học kì sau, và giải thích một cách biện hộ rằng tiếng 
Pháp của ông không được tốt như mong muốn. 

Poincaré đã chẳng rụt rè chút nào, "Thưa ông 
(Monsieur)", Poincaré trả lời hầu như ngay lập tức (15 
tháng 6). 


+ Các bức thư được in lại trong toàn tập tác phẩm của Poincavé 
(Oeweres, vol. 2) và của KleIm. Toàn tập Poincare bao gỏm một trích 
đân dài từ cuốn Giá trị Khoa học (The Value of Science), và tuyển 
chọn từ mỗ tả khám phá của Klein (hơi khác từ bản 1927). Dường 
như không có bản địch tiếng Anh toàn bộ cuộc trao đối (do vậy tôi 
đã trích địch ở đây và ở những chỗ khác). 


http://tieulun.hopto.org 


22 GIÁ THUYẾT POINCARE 


“Bưc thư cua ông cho tôi thấy rằng ông đã kịp thoáng 
thấy trước tôi mốt số kết quả mà tôi đã đạt được troig, lí 
thuyết về các hầm +só cua Fuchs, Tôi không, hoàn toàn 
ngac nhiền, bởi vì tôi làet ông thông thao như thể nào vé 
hình học Phí-Euclid - chìa khóa thất sự của vấn đề (lang, 


làm bận tâm cÍhúng ta 


['einearé sử đụng động từ raáig thấu khi nói đến các két 
quả của Klein và động từ đøi được khi nói về các kết quả 
của chính mình một cách rất tĩnh té, nhưng gần như 
không ngàu nhiên.!? Thử hoán đổi vị trí của chúng nêu 
bạn chưa cảm thấy thuyết phục, Dù cá ý thức hay không, 
Poincaré đã đánh trúng một điểm, đó là Klein, hay tất cả 
những người khác, đã có tiểm năng khám phá, nhưng 
chưa thật sự đến nơi đến chốn. KÌein chưa tìm ra được 
mới liên hệ với hình học Phi-Euclid. Mẫu chốt nẫm ở một 
trong những “vấn để đang làm bận tâm chúng ta.” 
Paincaré đã không nhường lại sản chơi cho Klein. Ông 
khẳng định rằng ông đương nhiên sẽ công nhận những, 
thẩm quyền thuộc về Klein. Sau đó là một giọng văn 
đanh thép. "Ông noi vẻ các hàm số mô-đun elliptiic. th 
Nhưng tại sao lại là số nhiều? Nếu các hàm số mô-đun là 
bình phương của mô-đun được điện tả như một hàm số 
của các chu kì, thủ chỉ có duy nhất một hàm số. Thuật ngữ 


“hầm số mô-đunm“ hãn phải có một ý nghĩa gì khác." 


3 lồi (tác giả) dã địch chữ øperccoø thành thoáng thâu và obfenir 
HKhãnh đạt được, Hai động, Hừ có nghĩa khác nhau và cách chọn từ 
của Poucare la có trah toán. Thử đảo ngược chúng nêu bạn chưa 
tì, 


lên ty clipHschen Nodulfnnktlrieneu] 
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Tất nhiễn, nó còn có nghĩa khác, nhưng tiếng Đức 
của Doincare đủ tốt để nhàn ra đanh từ só nhiều đó, và 
khả năng toán học của ông thì chắc chấn như đá tảng. 
Bón câu hỏi nữa tiếp theo sau, tất cả đều hiểm hóc. “COng 
hàm ý gì khi nói về cac hàm số đại 4ó có thê được biểu 
điển bảng các hàm số mỏ-đun? Ngoài ra, Lí thuyết Đa 
giác Cơ bản là øì?”. Poincaré không e ngại đặt nghị vấn và 
thách thức vẻ mặt thuật ngữ. "Ông đã tìm thấy tất cả các 
đa giác tuần hoàn)” làm phát sinh một nhóm không liên 
tc chưa? Ông đã chỉ ra sự tồn tại của các hàm số tương 
ứng với mỗi nhóm khòng liên tục chưa?”. Những điểm 
này tắt nhiên là trung tâm của vẫn đề. Poincaré đã từng, 
không nghĩ răng những, điểm cuối cũng này tổn tại, 
nhưng lại khám phá ra chúng khi uống một tách cà phê 
đen. Poincaré kết thúc thư phúc đáp bằng cách nói rằng 
ôn đã chuyển những nhàn xét của Klein đến Picar‹l, một 
trong những nhà toàn học người Pháp có ảnh hưởng mà 
Klein đã đề cáp, và nói với Klein rằng ông sẽ rất vui nêu 
họ tiếp tục g1ữ liền lạc. Và, còn nữa, `Töi đa tự ý viết cho 
ông bằng Hếng Pháp bởi ông nơi với tôi rằng ông biết 
ngôn ngư này,” liöoàn hào, Không hoàn toàn chính xác 
với những điều Klein đã viết, nhưng là sự suy ra hợp lí 
của việc đọc chúng. 

Đó là cách bất đầu của một sự trao đổi hấp dẫn 
nhưng cũng không kém phân phức tạp và khinh bạc. Các 
bức thư cắt ngàng mọi đường ranh trí tuệ và tình cảm. Ở 
bên ngoài nước Đức, Klein là lình tượng của định cao 


17 [Kreisbowesapoleone] 
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văn hóa Đức. Tự tín, đẹp trai, có giáo dục cao, và két hồn 
với cháu gái của Hegel, ông có lẤt cả mọi quyền lợi của 
một giáa sư người tre với một đội ngu sinh viên tận tâm. 
Trong nước Đức, tuy nhiên, có sự phân chia giùũa Trường 
phái giải tích, mà đại điện là nhà toán học vĩ đại và đây 
ảnh hưởng Kar) Weierstra»s, và trường phát những người 
ủng hộ phương pháp thiên về hình học liên quan đến 
Riemann. Klein cùng các sinh viên gắn kết với xu hướng 
thứ hai, và điều nay góp phần làm tăng vét rạn nứt giữa 
hai trường phái, bởi sự nhiệt tình của Klein vừa có tác 
dụng chia cắt vừa có tác đụng thống nhất. Sự rạn nứt này 
đồng thời cũng có hệ quả ở bên ngoài nước Đức. Ở Pháp, 
thầy hướng đàn của Poinecaré là Charles Hermite cực kì 
ngưỡng mô Weierstrass nhưng phét bất cứ điệu gì liên 
quan đến hình học, và không bao giờ bận tâm đến việc 
tìm hiểu bất kì phương pháp nào của Riemann. Kết quả 
là, sự giio dục của Poincaré khá mất cân bằng, Fuchs, 
người đã thực hiện một số công trình quan trọng trước 
chiến tranh cùng Hermite, hoàn toàn ở cùng trường phái 
với Welierstrass và vô cùng hoài cô. 

Vì vậv, một điều khiến ta bạt cười là Poincaré, người 
hẳu như chẳng biết vẻ những gì liemmann đã làm, đã bắt 
đầu tự mình sáng tạo và khám phá lại một số kết quả của 
Riemann. Thế mà, ông Tại đặt tèn cho những hàm só mới 
của mình theo tên của Fuchs, và điều nàv dường như đặi 
ông vào cùng trường phát với Weierstrass. Lúc đầu còn 
hòa nhã, sau đó mạnh bạo hơn, Klein đề nghị Poincaré 
đói tên hàm số Fuchs để công nhận đóng Đóp của 
Schwartz va những người khác. Voincate từ chối. Một 
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điều khiến ta bật cuời thư hai là Klein đã nghiên cứu cần 
thận công trình của Riemanw và các công trình khác phát 
triển từ đó. Sự mù mờ kì lạ của Poincaré về các có ở trình 
tày đã cho Klein một sự khởi đầu rất tốt đẹp. Nhưng 
Poaincaré, người thực sự xuất chúng, ngay lập tức làm chủ 
bất cứ điều et mã Klein ám chỉ. Cuộc trao đổi này đã dẫn 
ông đến vỏi công trình của Riemamn. 

Một loạt những sự trớ trêu khác phát sinh từ vấn đẻ 
quốc tịch. Quan hẹ giữa Pháp và Đức tỏi tệ. Poincaré, do 
địa điểm nơi ông ra đời, đã trực tiếp chưng kiến sự xâm 
lăng của Đức và trở thành đại điển cho tình hoa của nước 
Pháp. Khẩu hiệu món imulfis premðr nà ông đính kèm vào 
bài dự thí trong cuộc đua tranh giánh tài trợ của Viện 
Hàn làm Khoa học Pháp là của Nancy, quê hương òng, 
một khẩu hiệu đây thù đích được địch gần như là "khòng 
thương tích nào ma không được trả thù,"”” và thậm chí 
vệt thương đó còn bị Kkhoét sâu hơn sau khi nước Pháp bị 
làm nhục vào nàm 1870. Về phản mình, Klein với tỉnh 
thần yêu nước đã xung phong vào quân đội Đức và phục 
vụ trong chiến tranh. Mặc đù không phải là người theo 
chủ nghĩa dân tóc cực đoan, nhưng một sỐ người đã 
khiển ông có vẻ như vậy, ông có một điểm yếu là tôn 
sùng một cách mù quáng vào các truyền thuyết về những 
đặc tính ưu việt của trí tuệ quốc gia và chủng tộc, cái sẽ 
bóp méo hình ảnh nước Đức trạng thẻ kí 20. Vài năm sau 


!**® Khẩu hiệu này ấm chỉ sự thất bại cua Charleš le Teméraire trước 
Nancy năm 1477, Thường được dịch tục trong hnền,r Pháp là “Qui sự 
Erotte, sử pique7, tạm địch như sau: “Tạng vào, sẽ nhận được đau 
thượng” hav "Khiếu khích ta, ngượi sẽ trả giá.” 
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đó, ông nói chuyện gpẵn như theo cách thần bí về bầu 
không khí tại Gottingen,!”” và ông tin rằng tư tưởng của 
Riemanmn là biêu tượng của trí tuệ khoa học siêu việt Đức. 
Nhưng ông lại thấy ở Poincaré, một chàng trai Pháp trẻ 
tuổi thậm chí còn giống Riemann hơn chínlt bản thân 
Riemann., 

Các bức thư trao đỏi qua lại trong khaảng hơn một 
năm. Về vẻ bề ngoại, họ rất lịch sự nhưng thực chất lại 
cưc kì nhạy cảm. Cả hai dồn nhau vào chân tường. Klein 
đè nghị Poincaré gửi một bài báo mang tính tóm luọc 
phác thao một số kết quả của ông đến Mzlhemaliscle 
-Auden, lúc đỏ là tạp chí hàng đầu và Klein là người biến 
tập. Poincaré đồng ý. Điều này tao ra sự bát đồng vẻ tên 
tuổi và thẩm quyền giữa hai ông. Klein thêm vào lời từ 
chối trách nhiệm đối với bài báo của Doincaré, nêu rõ bắt 
đồng của ông trước sự lựa chụn các thuật ngữ của Fuels 
và của Kiem (thuật ngữ sau phần nào là câu trả lời tỉnh 


z ` + * Ấ» Z z : . Ầ rA 
quái của Potncaré cho phản đỗi trước đó của Klein vẻ việc 


th Ƒ, Klein, orlesuueen ñhếr dịp Enhofckhime rẹr Audtlipmahk †mi 19 
Jnhrhnindert, VedlL TT. 

(erlin: Springer, 1926 [Tei] ]]. 19%Z |Ien HH). Đặc biết xem trang 2419 
của tập L: "Chúng ta không, thẻ tông kết khác hơn la không khí 
Gottinpen đã bão hoa với ẵm vang hình học gây ra một lực hấp đẫn 
manh mẽ từ một Riemann nhạy cảm và tài năng, Môi trường, xung 
quanh mà môi người thầy mình Hiậm chí còn quan trọng bơn là các 
sự kiên và kiến thức cụ thể cúng cấp cho anh”, Một bản dịch trếng 
Anit của tập đâu tiên, có tựa dễ Deccclopnent öƒ Mlatieimnhcs mị (hè 
NínrWeenth CenHuy, bởi M. Ackerman xuất hiện trong tẬp Ö của sen 
Lí GipuDs: Histor, TroHHefrs and zÌnpicaHoms, biến tập bội TR 
Herittarntn (Brookline: Math Sei Press, 1979) 


http://tieulun.hopto.org 


Klcin và Poincaré 33I 


sử dụng lên Iuehs). Poincar¿ khăng khăng rằng việc ông 
được phép tự lựa chọn các tên gọi là hoàn toàn xác đáng. 
Rlcin giúp đỡ bằng cách chèn một đoạn trích của một la 
thư mà Doincaré viết về chủ đề này, nhưng đồng thời viết 
cho nhà toán học người Pháp rằng ông không hài long vẻ 
điều đo. 

Trong là thư tra lời của Poincaré vào ngày + tháng 4 


năm 1882, sòi lén với thai độ thù địch Phố. 


“Tói vừa nhận thư ông thì vội vàng trả lợi ngay Ông cho 
tôi biết rằng ông muốn chấm dut cuốc tranh luän võ ích 
tú khoa học và tối hoạn nghênh giất phấp do Lôi làm 
nttr vay vì Biết rằng giải pháp này không gay tồn thất 
nhi cho ông bởi trong ghí chú mà ðng gửi kèm cho tói, 
chính ông là người nói những, Lự ngữ cuối cùng. Về phía 
Lối, tòi khong phải là ngược bắt câu cuộc tranh luận này 
và tôi đã nhập cuốc vơi chỉ đen thuần một, và chỉ một ý 
kiến đuy nhất ma thôi, do là tôi Không đồng ý xóa bỏ (tên 
hàm số Puchs). Tối không phải là người muốn kéo dài 
cuộc tranh luận, tôi sẽ không bào giờ bàn về nó nưa trư 
phí bị bất buộc, và lõi cũng chẳng thấy bắt cứ điều giép 
buộc tói ca.... 

Tôi hí vọng rằng cuộc cười ngưa đâu võ với vũ khì cuủn 
ma chúng tạ vừa mới nhẹn nhúm về một cai lén sẽ 
không, lầm tổn thương mối quan hệ của chúng ta... 


t 


Trong bắt cứ Bnh hung nào, tôi không chút phật ý vì 


sự công kích của ông, và hi vợng ông cũng không phật 
ý vì tôi đã tự bảo vệ bản thần Dù gì ởị nửa, sẽ quá là 
vỏ lí nêu chúng ta phải cãi nhau thêm vì một cái tên, 
Nghe 1SỈ Schall ind Rateh (cái tên chỉ la hung ăn và mây 
khỏi, cũng hoàn toàn như vậv với tôi: Ông ìãm điều 
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ông muốn, vẻ phân tôi, tôi củng sẽ làm điều tói 
rmnuôn.“!tỲ" 


t9 Bức thư hoàn chính sau Đoạn thứ ba là đoạn mà Klein sẽ không, 
bao giờ quên. Klein gưi cho Đoincaré một trang bạn thảo chứng 
mình của một bài báo công bó mót định lí lớn, và Poincaré nói với 
Kleim rằng ông đã biết kết quả khá lâu rồi. Khí nhận bản ghi chú 
của Klein, Poimncaré vội vã gửi một thông báo lên Compøs Rendus 
(Tham khảo). Nỗi cay đấng của Klecin lô rõ trong đoạn trích đi kèm 
với các bức thư trong công trình toàn tập tiếng Pháp. EĐiểu rõ ràng 
sau một thế kỉ là cả hai óng đều "biết" kết quả là đúng, nhưng 
không thể hoàn toàn chứng minh điều đó. Các công cụ toán học 
lúc đó chưa có sẵn, và chứng minh đây đủ được hoàn thanh bởi 
Joimcaré và Koebe vào năm 1910, 

Parms, + Apnl, 1882. 

J¿ Vvicns de recevoir cotre lettre ct je nYempresse đe vous répondre, 
Vous me địtes que Vvoux désIirez clore un đểbat stérille pour là 
Scicncc cL je nọ puis que Vvous féliciter đe votre résolution. Jc sais 
quelle ne doIF pas vous coôter beaucoup pulsque đans votre note 
aJjoutée à ma đernière lettre, cest vous qui đites le đernier mot, mais 
J€ VvOus en sats gré cependant, Quartt à moi, Je nai ouvert ce đébat 
ĂeLjc nÝ suls entrẻ quế pour đire une fols et me seule món öpImion 
qu1Ï m étaït mnapossIble de taire, Cơ nest pas moi qui le prolongcral, 
é( Je ne prendrais để nouveau la parole que sĩ Jv étatis forcé; 
daileurs Je ne vols pas trop cc qui pourrait m'y forccr. 

Si fƑai đonné votre nom aux functions kleIinéennes, clest pour les 
ralsons quc jai đite$ ef nón pPas comime vdu0šs ÌÏImSINUEZ, zZUP 
Emlschñlieume; car JGC đai à vous đédđommager de rien; je ne 
rocomnaftrat un đroit de proprietÉ antérileur au mien que quand 
VOUS maurcz montré qướn a avanft mới étuđiế la đisconhinuité đes 
ø»roupecs et Puniformnté des functtons đans un ca» tant sOIt peu 
général ct qươn a donné de ces funcHons des đéveloppements en 
series. Je réponds â ung interrogation que je trouve en note à la lin 
đung page đe votre lettre. Parlant des tfunctions défñnies par M. 
Fuchs au tome 89 đe €¡ø2, vous dites; "Smđt địcse Funktionen 
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Đày không phải là cuộc plao đầu lịch thiệp, mà chỉ là một 
trận ấu đã trên đường phó tối tăm bằng đao bằm giấáu kín 
trong túi áo - và Poincaré, một cách điều luyện, đã trở 
ngược mũi đao. Ông nhạo báng quyết tâm chấm dứt cuộc 
tranh luận của Kleim bằng cách sử dụng một cách diễn 
đạt (“ải pháp này không gây tốn thất nhiều cho ông”) có 
thể nhấc lại các khoản thanh toán chí phi tái thiết sau 


wirklich eindleuttg2 Ích verstele nur đass sIe 1n Jedem Wertsystem 
welches sie erreichen unverzwetgt sind.” Voici ma rẻponse, les 
functions étuciees par ML Fuchs se partagent en troik grandes 
classes; celles des deux premières sont effectivement uinitormes; 
cclles de la troiseme ne sont en général que 0z0222:me@t Elles ne 
sont 0niformes que xi lon ajoute une condition à ccllcs cnoncees 
par ML Fuchs. Ces distnctions ne sont pas faites dan Ìe preimcr 
travail đe M. Fuchs. øn les trouve đans deoux notes additonetles, 
malheurebsemecnt Irop congses eL tnserees Pune au lawrnat de 
Borchar(H, 1. 90, Yauntre Aux CiotHyer Nachrichten, 1880. 

Je voms rernercte heaucoup de votre deNuêre nofe que VotLtS AVez cụ 
là bonte (đc n(envoyer  es résultats quc Vvous  cnonce⁄ 
mintéressemit b¿adcOú, voici pourquolt; Je les avais trouvés (ÍÍ y a 
đéjà quelquos temins, mais les publier parce quục Je đéstrals éclaircïr 
un peu la demeonstraldan¿ cesE pourquol Je đéstrais connafitre la 
vôtre quand vous aurez éclaireie đe votre côtẻ. 

Ƒespere que la lutte, à armes courtoises, đailleurs, à laquellg nous 
venons de nous livrer â propos đun nom, naltếrera pas nos bonncs 
relations. Dans tous Ïles cas, ne vous en voulant nullensenL pour 
avOorr prís Ïoffensive, JÿeSÐ¿re quu Vous ne men voudrc2 pas non 
Plus de nểêtre đéfendu_ TÌ serait rdicule đaileurs, dc nous đixputer 
plus longtemps pour tì nóm, Nam !sl Schall nnd Raich etE Après 
tout ca mest égal, fAites conứrne vous voLtdrezZ, Je feral contnìe |e 
Xouởral đe món côtẻ, 

Veudlez agréer, Mlonsicur, laxssuiance de ma considération la plus 
đdisUnguée. 


Poincaré 
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chiến tranh mà Đức đã buộc Pháp chỉ trả." Ông sử dụng 
các thuật ngữ quân sự một cách tinh quái, mà không thê 
là gì khác hơn ngoài tiếng vang dội lại từ năm 1870, và 
trích dẫn một đoạn trả lời thư nổi tiếng và nóng vội của 
FausF cho Gretchen ngây thơ trong tác phẩm Fausf của 
Gocthe (Gcfihl ist Allces, Name jst Schal und Tlàauch” 
[Cảm giác là tất cá, còn cái tên chỉ là tiếng ồn và mây 
khói.]), như mỏi lời chế giều tột cùng; ông kết thúc với 
việc thay đổi đột ngột từ văn viết sang văn nói (ông làm 
điều gì ông muốn, ..., lôi cũng sẽ làm điều tôi muốn.”). 
Cuộc trao đổi tiếp tuc cho đến tháng 9 năm 1882, Klein và 
Poincaré tuyệt giao khi cả bai tự mình sắp xếp để xuất 
bản các công bỗ đây đủ vẻ những khám phá của mỗi 
người. '` 


Ủ' Nếu điều này có vẻ cường điệu đối với bạn, hãy xem xét rằng 
Poincaré có thể, ví dụ, sử dụng lời nói vẫn còn xúc phạm nhưng bớt 
nặng nẻ, "Nó có thể không quá khó khăn cho ông.” 

13 Cả Poincaré và Klein hẳn đều quen thuộc với Past của Goethe. 
Cầu này là cầu trả lời của l'aus( cho câu hỏi “Cretchenfrage,` của 
Gretchen hỏi những suy nghĩ của Faust về tôn giáo. Sau một hỏi 
vòng vo, tránh đi vào vẫn đề ai tạo ra Chúa và thế giới thần lính, 
Faust cuối cùng kết luận, "Gefuhl ist AlIlesName ist Schall und 
Rauch", được địch là "Cảm giác là tất cả, còn cái tên chỉ là tiếng ồn 
và mây khói." Thậm chí người ngày nay cũng sử dụng phân sau 
của trích dẫn để hạ thấp tầm quan trọng của ngữ nghĩa, nhưng 
Klein chắc hẳn đã nghĩ đến phần đầu ngay lập tức. 

19 Ghi chú cuối trang của Klein về cuộc trao đổi (trang 621 của tập 3 
bộ toàn tập tác phẩm của ông) khăng định rằng đây là trao đối cuối 
của họ. “Nht diesem Bricíe land díc Korrespondenz seinerzeIt thr 
Ende. Ich vermochte es nur noch, địc Abh. CTHIH fertigzustellen und 
mu —temich danh, wegen des Versagens meiner Gesundheit, von 
đer weiteren Mitarbcit an đếr Theore der automorphen 
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Sự đối đầu đã làm cả hai ông tăng gáp đôi nỗ lực lao 
động của mình. Mặc dù lợi ích khoa học là không đong 
đếm được, nhưng tốn thất của mỗi cá nhãn thật ghê sợ. 
Cả Klein lẫn Poincaré đều làm việc cân mản hơn mà 
không cần thêm bất kì động lực nao khác. Dân tan 
truyền miệng rằng có một sinh viên san đai học đã nhắc 
Klein rằng làm việc quá khuya dẫn đến sự mắt ngủ, và 
Rlein càu nhàu rằng thuốc ngủ là cần thiết cho lúc nay. 
Làm việc quả sức là bệnh nghè nghiệp của các nhà toán 
học: những văn đề là cực kì thú vị, và không quá khó 
khăn để bị chúng ám ảnh (Một câu chuyện đùa lạc đẻ 
nÏưưng mang tính khám phá được các sinh viên sau đại 
học năm thứ nhất lặp ải lặp lại là câu hỏi tại sao các nhà 
Loán luộc hàng đầu đều cần có một người tình. Kết luận 
sây cười là, vì như thể, anh ta có thể nói với vợ rằng anh 
dang ở với người tình, và nói với người tình là anh đang 
ỏ với vợ, đo vậy anh có thời gian rảnh để làm những gì 
mà anh thực sự muốn: ngồi trong văn phòng và nghiền 
ngăm về các bài toán đòi hỏi nhiều thời gian.). 

SW căng thẳng và làm việc quá sức ảnh hưởng đến 
Kleìin nhiều hơn Poincaré. Ông sụp đổ hoàn toàn vào 
mùa thu năm 1882 và bước vào một giai đoạn trầm cảm 
nghiêm trọng keo đài qua các năm 1883 và 1881. “Các 


công trình toán học lí thuyết thực sự hữu ích của tỏi đã lụi 


]nkttonen ZLinckziehen, Wte schon oben auf 5, 585 und m Bđ. 2 
dioser Auseabe, 5. 258 ausgefihrt wurde. Au(£ dịc Obersendung 
meivor Arbeít habe (chà vọn HH Poincaré keíne Antwort mehr 
ằrhalten, Aúch xpatere personliche Bezugnahme haben dic hier 
benihrten Fragen tụi wertig øeklart.” 
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làn từ năm 1882", ống viết lại sau này.!# Ông tiếp tục 
nhận xét, hơi cay đẳng, rằng ông, hoàn toàn phai nhường 
lại lĩnh vực này chủ Poincaré Klein vẫn tiếp tuc đóng góp 
nhiều cho toán học, những chỉ dưới vai tro cửa một ngời 
truyền bá và kích hoạt. Ông không con xung phong đi 
đầu của sự khám phá toán học nửa Cuốn sách mà ông 
hứa hẹn trong bức thư cuối cùng gửi Poincaré không xuất 
hiện cho đến mười lăm năm sau đó. Pơincarẻ, mặt khác, 
xuất bản một bản còng bố đầy đủ thông qua năm bài báo 
trên tạp chí Aefta ,Vlathenratica, một tấp chí mới được thành 
lập bởi nhà toán học người Thụy Điển Gustav Mittag- 
Leffler. Nhưng Poincaré cũng phải trả giá. Bác sĩ chân 
doán âng kiệt sức vì làm việc quá nhiều vào mua hè năm 


8854, và buộc ông phải an đường một tháng. 


'M Tư Felix Klein, Voi lesuraen net đúc EnHeicklung det AInthewHIÁ THỊ 
19 Jahrhunrdert. Teil } (Rerln Spnnver, 1928), Có một bảu địch tiếng 
Anh, Deecelopment of Àlathehahrs at thể Nhĩeleenfi CenH1/ bởi M 
Áckcrmann (Brooklinec: Math5 Sei Press, 1979). Đoan tích dẫn có thể 
được tìm thấy trên trang 361; "Cái giá mà tòi phải trả cho công việc 
của tôi là cực kì cao - sức khoe của tối hoàn toàn sxuv súp Trong 
những năm tiếp theo, tôi phải dừng lại rất lâu và từ bỏ tắt cả các 
hoạt đồng cảng việc Mọi việc không có gì hẻn lén cho đến mùa 
thu 1883, nhưng, tôi chưa bao giờ lấy lại được năng suất làm việc 
trước đấy, Tòi không báo giờ có thể quay trở lại hoàn thành các ý 
tưởng trước dây. Vụ sau đố, khi ở GotHngen, tôi Hở về mở TÔng 
phạm vị công việc và tổng kết nhiệm vụ tổ chức khoa học của 
chúng tôi. VÌ vậy cô thể hiểu từ đó tối chỉ thịnh thoảng chạm vào 
hàm số tư đẳng cấu (automorphic lunclion) Các công trình toán 
học lí thuyết thực sự hữu ích của tôi đã lụa lần từ năm 1882 Tắt ca 
những gì theo sau, nều không phải la truyền bá toán học thủ cũng 
đơn thuận chỉ là vẫn đề triển khai các chỉ tiết cũ mà thới." 


http://tieulun.hopto.org 


Klein và Poïncarẻ 237 


Cuối cùng, cả hai đều lại đứng vững trên đôi chân 
của mình, mặc dù sự nghiệp cua họ tách xa nhau một 
cách nhanh chóng. Klein nhận lới mời cho một vị trí tại 
Göttingen và chuyển tài năng tuvệt vời của mình sang 
nh vực truyền bá, giảng đay, và quản lí Ống biến 
Gotingen thành trung tâm toán học và vật lí không có 
đói Ihúủ trên toàn thể giới. Giai đoạn đlàu của cuóc trao đổi 
trong năm: 1881, Poincaré hầu như chưa được biết đến, 
mặc đủ đã có một vài người công nhậu ông là ngôi sao có 
trẻm năng ở mức tỏa sáng. Ông vừa mới kết hôn,?Š và 
trong tháng 10 năm đỏ ông đã nhận được một công việc 
chính thức ở mức khởi điểm ® ở Paris. Một năm sau khi 
ket thúc cuộc trao đổi với Klein, Poimcarế bắt đầu đánh 
giả cao công trình của Riemamn, đã làm chủ nỗ và thậm 
chí vượt xa nhiều công trình của cả hai trường phái Klein 
và Weierstrass. Bài báo đầu tiên trong số những bài báo vi 
đại xuất hiện trên tạp chí Aefz xuất bản vào tháng 12 nàm 
1882; và hài cuối cùng, và là bài thứ năm trong số đó, xuát 
hiện chưa đảy hai năm sau. Các bài báo này đã gây dựng 
uy tín cho tạp chí và làm Poincaré nồi tiếng, Năm 1884, 
ông khơi nguồn một lĩnh vực nghiên.cứu hoàn taàn mới 
mà năm năm sau đã cách mạng hóa các ngành vật lí liên 
quan đến toán học, Trong khi đó, năm 1885, ông nhận 
một vị trí (theo chuyên ngành vật lí) trong khoa Khoa học 
tại Paris, Năm 1887, cùng với việc đứa con đầu tiên ra đời, 


3 Ông kết hon ngày 20 tháng 4 năm 1881, Vợ ông là Ponlain 
đ'Anđdeccy của đòng họ Geoffroy Saint-HIilaire. 

'® Maitre đe conferences (tương đương với trợ lí giáo sư), Poìncaré 
file, Centre histonque dđes Archives nationales, Paris, AJ/16/6124. 
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Óng được bẫu vào Viện Hàn lâm Khoa học Pháp ở tuổi ba 
mươi hai, trẻ gần như không thể tưởng tượng được."” 


!? Có một móc thời gian hữu ích trong kho lưu trữ trực tuyển được 
duy tn hổi trường Đại học Nanecy (wwW.univ-nancv2.fr/Poincare: 
index.htnl) Cực Lưu trữ Quốc gia có các ngày bổ nhiệm. Các tài 
liệu lưu trữ của Viện Hàn lãm Khoa học cho thấy Poincarẻ được đề 
cử lần đầu vào nãm 1980 và vài lần sau đó, khá là đồn đập. 
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Những bài học về 


topo học của Poincaré 


Hầu như không ai tránh khỏi tẦm ảnh hưởng của những 
thành tìm trí tuệ mà Poincaré và Klein đã đạt được. Họ đã 
mở ra một ki nguyên toàn học hoàn toän mới. Hình học 
Phi-Euclid kế từ đó chiếm một địa vị vừững chắc trong 
đòng toán học chính thông. Hơn nữa, điều thú vị nhất là, 
mậc đù các chỉ tiết phải mât thêm hai thập kỉ nữa mới 
được xây dựng đảy đủ, công việc của họ đã dẫn đến một 
môi liên hệ cực kì sâu sắc và hoàn toàn bắt ngờ Điữa fopoö 
học và hình học trong không gian hai chiêu. Định lí và 
cũng là két quả của điều này là một trong những thành 
quả đẹp hắp dẫn nhất của toán học và, vì vậy, trong cả tư 
tưởng nhản loại. Giả thuyết Poincaré phải mất hai mươi 
năm nữa mới ra đời, và lúc đó dường như không có liên 
hệ gì với kết quá này. Tuy nhiên, như số phận đã định 
đoạt, một kết quả tương tự đến mức khóng tưởng của 
định lí đó trong Không gian ba chiều lại có ràng buộc chặt 
chẽ với giả thuyết Poincaré. 


http://tieulun.hopto.org 


24o GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


Đề xem Poincaré và Klein đã khám phá những gì, ta 
nên nhớ rằng một trong những thành tựu lớn nhất của 
thế kỉ 19 là sự phân loại của tắt cả các bê mặt khac nhau 
về mặt topo học. Vày sự phân loại các bẻ mặt theo hình 
học thì ra sao? Nếu chỉ nhìn thoáng qua, điều này dường 
như là võ vọng. Có quá nhiều khả nàng, Mật cầu có bán 
kính khác nhau la không đẳng cự với nhau, kề cả các mặt 
cầu có chỗ trũng hoặc đổi núi nhô cao. Tuy nhiên, công 
trình của Poincaré và Klein hàm ý rằng trên bất kì bề mặt 
nào cũng có thẻ xác định được một dạng hình học mà 
theo đó bể mặt có độ cong không đổi (và điều nàv dẫn 
đến một hệ quả đẻ dàng là dạng hình học này phải là duv 
nhất - nếu một bể mặt có dạng hình học phẳng, chúng ta 
không thể đặt một đạng hình học của mặt câu lên trên 
nó). 


HÌNH HỌC TỰ NHIÊN TRÊN MỘT BỀ MẶT 


Điều này không quá ngạc nhiên đối với một mặt câu. 
Chúng ta biết rằng một mặt câu tròn hoàn hảo là đồng 
phôi với bất kì mặt cầu nào, và đo đó mặt cầu có dạng 
hình học mặt câu. Nhưng, còn hình xuyễn thì sao? Bất kì 
hình xuyến nào trong không gian ba chiều cũng có khu 
vực có độ cong âm và khu vực có đỏ cong dưỡng. Dục 
theo mặt bên ngoài của hình xuyến, tam giác có tống Các 
pÓọc hơn 180 độ, do đó, ở đây độ cong là dương. Dọc theo 
mặt bẻn trong, hình xuyên có hình yên ngựa và tam giác 
có tổng các góc nhỏ hơn !80 độ, đo đó, độ cong ở đây là 
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âm. lây giờ, hãy tưởng tượng về hình xuyễn theo cách 
mà chung ta đã làm trong Chương 3 - tưởng tượng rằng 
đó là bê mặt thu được từ một hình vuông bằng cách đính 
những lê đối điện tương ứng. Nghĩa là, chúng ta xem mỗi 
điểm ở lề đưới của tờ giấy giống hệt như điểm tương ứng 
ở lẻ trên năm ở hướng thắng đứng phía trên đầu nó, và 
mối điểm trên lẻ trái giống hệt như điểm tương ứng trên 
lẻ phải. 

Chúng tạ hãy làm theo lời của Riemann và xác định 
một đạng hình học trên bề mặt hình xuyến, bằng cách nói 
rằng chúng ta sẽ đo các chiều dài và các góc trên hình 
xuyến bằng cách đo các chiều đài và các góc tương ứng 
trên hình vuông.!"'* Chúng ta phải nhớ rằng khi một cái gì 
đó đi ra ngoài hình vuông qua một trong số những chiếc 
lễ, nó sẽ quay trở về qua điểm tương ứng trên lễ đối diện. 
Hiệu ứng này nói lên rằng các đoạn thẳng trên hình 


1 Nhớ lai rằng, theo công trình của lWiemamn, việc xác định một 
đạng hình học tám lại chư là để quyết định cách thức đo chiều 
đài của một vectu vận tóc (nghĩa là, tốc độ) tại một điểm trên một 
đường cong vẽ nên bởi một đối tượng trên hình xuyến này. Chúng 
ta có thê đồng, ý với suy nghĩ một đường cong trên hình xuyên như 
một đường cong trên một hình vuông, và vì vậy chúng ta đồng, v 
với việc sử dụng, mềtric Euclid trên hình vuông, Chúng ta sẽ không 
gặp bắt cứ rắc rối gì bi vì cac góc ăn khớp với nhau khi chung là 
đồng nhất chúng - đăc biệt là bốn góc vuông khớp vào nhan vòng 
quanh một đỉnh (cúa hình vuông) Đối với độc giả có kiên Hìức vì- 
tích phân, chúng ta thống nhất đính nghìa độ đài của một vecto 
vận tốc tại mỗi điềm của một đời tượng di chuyển đọc theu một 
đường trên hình xtryên, bằng cách xem xét đường tương ứng trên 
hình vuông và đo đồ đài thea tiêu chuẩn Euclid của vận tốc chuyẻn 
đồng tương ứng của đồi tương đỏ 
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xuyến cũng là các đoạn thẳng trên hình vuông, với điều 
kiện là chúng có thể đi ra ngoải qua một cạnh và trở lại vẻ 
qua một cạnh khác. Thật vậy, các đoạn thắng ngắn nhất 
nỗi một điểm vào một điểm khác có thể đi ra từ một cạnh 
và trở về qua cạnh khác (Hình 33).'"” 





;fình 43. Đường thẳng nối hai điểm trên một hình xuyến. 


!* Lưu ý rằng bạn cũng có thể có đường thắng, có chiều đài hữu 
hạn. Các đường này đi vòng quanh hình xuyến một vài lẫn theo 
một hướng và một số lắn khác theo hướng khác, Ngoài ra cũng có 
các đường thẳng có chiều dài vê hạn: Chúng đi vòng quanh hình 
xuyên vô số lẫn theo cả hai hướng tiễn gắn đến bất ki điểm nào 
trên hình xuyến, một tỉnh huỗng được mê tả bằng cách nói rằng 
đường này có tính 0rử mật trên hình xuyến. 


Hình ñ. Một đường thẳng hữu hạn trên hình xuyến (các cạnh đối diện nối với 
nhau). 
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Bất kì tam giác nào trên hình xuyến cũng có 180 độ. 
Vì vậy, hình xuyễn nay phẳng và dạng hình học trên nó 
là hình học Euclid @ihưng khác vơi mặt phăng Euclid ở 
chỏ, các đương thẳng của nó là hữu hạn và các diện tích 
cũng hữu hạn). Vĩ lí do này, nọ được gọi là hình xuyến 
phng. 

Tác dụng của viẹc nói canh trên với cạnh dưới của 
hình vuông, la đế cuộn hình vuông thành một hình trụ. 
Việc này không làm sai lệch khoảng cách và có thể để 
đàng được thực hiện trong không gian ba chiều. Bởi vì 
khoảng cách khóng sai lệch, các đường thăng và các tam 
giác vẻ trên hình vuông trở thành các đường thẳng trên 
hình trụ. Đặc biệt, do các tam giác đó có tổng các góc là 
180 độ, nên hình trụ la phẳng. Chúng ta có thê để đàng 
bọc một tâm øa trải giường phẳng cho mội hình trụ (Hình 
+). 

Tuy nhiên, khi chúng ta cố gắng nối các cạnh trái và 
phải với nhau theo cùng cách đó trong không gian ba 
chiều, và kéo vòng tròn ở mỗi đầu của hình trụ ra xung 
quanh sao cho chúng nổi với nhau thì chúng ta đã làm 
biến dạng khoảng cách và do vày đã tạo nên độ cong. Đi 
từ hình trên bên phải xuống hình dưới bên phải trong 
Hình 44, chúng ta đã làm thay đổi khoảng cách giữa một 
vài điểm. Từ đó ta thấy rằng không có cách nào để có 
được một hình xuyến trong không gian ba chiều mà 
không lầm biến đạng khoảng cách cũng như không tạo ra 
độ cong. Tuy nhiên, việc không thể thực hiện điều đó 
trong không gian ba chiều không có nghĩa là nó không 
tôn tại. Dĩ nhiên, nó tồn tại! Chúng ta có một tập hợp xác 
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định. Chúng ta có một khoảng cách xác định. Còn cần gì 
hơn nữa. Đỏi với một nhà toán học, hình xuyên phẳng tự 
nhiên hơn là hình xuyến nằm trọn trong không gian ba 
chiều. Suy cho cùng, bản thân không gian ba chiêu chính 
là một cầu trúc toán học - chúng không tổn tại bên ngoài 
toản học. Khi chúng ta nghĩ về một mỏ hình của một mật 
cảu, chúng ta nghĩ ngay tới mặt cầu tròn có độ cong 
không đối. 

Ngược lại với hình xuyến thông thường, hình xuyến 
hai lỗ cỏ một mẽtric và một độ cong âm khóng đổi. Đó là 
hình thái tự nhiên nhất, đối xứng nhất mà một dạng hình 
học hyperbolic có thể có được. Đẻ luận ra điều này, ta 
dùng một phương pháp tương tự với phương pháp được 
dùng để lập luận rằng dạng hình học tự nhiên trên hình 
xuyên là hình học Euclid (nghĩa là phẳng), nhưng đồng 
thời phức tạp hơn một chút. Trước tiên, việc quan sát quả 
trình cắt một hình xuyên hai lỗ để cho nó có thể mở ra 





/fình 4 Nội cạnh trên với cạnh dưới không làm biến đổi khoảng cách 
trong không gian ba chiều. Nhưng nối cạnh trái vào cạnh phải thì sẽ lầm 
khoảng cách biến đối. 
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thành mỏt mặt phẳng (Hình 10 trong Chương 3) thực sự 
cho thấy rằng bạn có thế xem hình xuyên hat lỗ như là 
mọt hình bát giác (là đa giác có tám cạnh) với các cạnh lần 
lượt đồng nhất (Hình 44). 

Chúng ta không thể làm điều tượng tự như đã làm 
với hình xuyễn đè xác định đang hình học trên hình 
xuyến hai lẻ bằng cách sử đụng độ đai và góc của một bát 
tác đều (tất cả các cạnh bằng nhau). Lí đo là, sau khi két 
hợp tắt cả những điểm giống nhau, tắt cả các đỉnh của bát 
pmác được đóng nhật thành một điểm duy nhất, và tắt cà 
tám góc của bát mác xoay quanh điềm đó. Nhưng có 300 
độ quanh một điểm (đây là định nghĩa của đơn vị đo độ), 
và đo đó nếu chúng ta muốn tảm góc vừa văn một cách 
tuyệt đối vao một điểm, thì mỗi góc sẽ phải là 45 độ (bởi 
vì 36d đỏ chía 8 bằng 45). Nhưng rõ rằng từ Hình 45, mỗi 
góc của một bat giác đều có hơn 45 độ, vì vậy sé không 
vừa vặn.!*" 

Chung ta hãy nhớ lại rằng, tuy nhiên, trong hình học 
hyperbolic, các tam giác có tòng số đo góc ít hơn 180 độ, 
và khí chúng tôi mở rộng các đa giấc thì gọc của chúng 
nhỏ đi. Điều này đặt ra khả năng có thể tao ra một bát 


£ ` ˆ + ˆ^ - - ^ Z 2 
t9 Trong thực tế, nêu đáng hình học đó là Euclid - đo vậy tổng các 


góc của một tam giác là 8Ô độ - thì tong các góc trong một đa giác 
tam cạnh bắt Kì, đều hay không, phải là 1.040 độ, Lí đo là nếu bạn 
chón một đính của đa giác tấm canh và vẽ các đường thắng từ đo 
đẻa các đình khác, bạn chia đa giác tấm cạnh thành 6 tam mác cà 
tông tất cả các góc băng tổng các góc của đa giác tám cạnh này. Vì 
vậy đa giác tắm cành có 180 nhân 6 độ, hay 1.040 độ (Điều này 
cũng cho phep chúng ta kết luận răng độ lớn mỗi góc của mội bắt 
giác đêu là 1.040 chia cho 8, bằng 135 đó,), 
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uiác đeu trong hình học hyperbolic với góc 45 độ. Sau đó 
có thể nội tát cả các cạnh lại và chưng sẽ vừa vặn tuyệt 
đói quanh đỉnh chung. Nói cách khác, chúng ta có thể cắt 
được một bát giác đều có mỗi góc là 45 độ ra khỏi một 
tạm khăn hình hyperbolic, và sau đó nói các cạnh lại để 
tạo ra một hình xuyến hai lỗ có độ đối xứng tuyệt đối. 
[5ieun này sẽ cho phép xác định các khoảng cách trong bát 
giác Phí-Euclid này để đo các khoảng cách trên hình 
xuvên hai lỗ (cũng như trong trường hợp của hình xuyên, 
thông thường, khoảng cách ngắn nhất có thể có được 
bảng cách vượt qua một cạnh và san đó trở vẻ qua cạnh 
khác. Với đang mêtric này, hình xuyến hai lỗ sẽ có độ 
cong àm không đổi (vì mặt phẳng hvperbolie là như vậy). 
Khu vực xung quanh mỗi điểm là đăng cự với khu vực 
xung quanh bát kì điểm nào khác. Nó boàn toàn đối 


`xtfnE. 


ĐỒ B 
A 


Mình 45. Nỗi các điểm tương ứng trên cặp cạnh được đánh dấu bởi cùng một 
kí tự (theo hướng mũi tên) cho ra một hình xuyến hai lỗ. Tuy nhiên, mỗi gớc 
lớn hơn 45 độ. vị vậy ta không thể đồng nhất chúng lại quanh một điểm chung 
trừ phì làm thay đối các góc (và khoảng cách). 


Những hiểu biết cần thiết để lập luận rằng cấu trúc 
trên vừa khả thí lại vừa có ý nghĩa, cũng chính là những 


http://tieulun.hopto.org 


Những bài học về topo học của Poincerẻ 242 


øì mà ƑPomcare đã nghĩ ra khi bước chân vào xe Ở 
Coutanccs. Dĩ nhiên, để triển khai một cách chì hết, 
Poincarẻ cần một phương pháp phân tích sâu hơn để 
hình dung vẻ một dạng hình học có độ cong khóng đổi - 
so với cách mà chúng ta đã phác thảo trong Chương 8, sử 
dụng tắm vải đệt không biến đang. Paincaré đã phát triển 
các phương pháp tư đuy khác nhau vẻ hình học của 
Lobachevsky băng cách tưởng tượng một phân của mát 
phăng thông thường và định nghĩa khoảng cách khác với 
khoảng cach của Euclid, sao cho từ góc nltin của những 
người tho trường phái Euclid, các đường trắc địa (nghia 
là các đường thảng) sẽ có vẻ như bị đề lên nhau. Một 
trong những phương pháp đó là mó nh địa Poimcaré của 
mặt phẩng vperbolic. Cho một đĩa, nghĩa là khu vực bao 
bọc bởi một vòng tròn trên mặt phẳng thông thường 
(không bao gồm đường tròn xung quanh). Ta hãy tưởng, 
tượng rằng các khoảng cách ở đảv được định nghĩa sao 
cho chúng trớ nên lớn dẫn hơn khi chúng ta Hến gắn vẻ 
phía vòng tròn ranh giới, như thể ranh giới đó là xa VỎ 
hạn. Điệu này có vẻ khác với một bề mặt làm bằng, một 
tắm vài được đết lại sao cho bắt kì hình tron nàu có nhiều 
điện tích hơn nó đêu nằm trong mặt phẳng Eucld. Tuy 
nhiên, hai phương pháp tư đuv này về mặt phẳng 
hyperbohc là tương đương: cách đầu tiên, chúng ta 
đứng trên góc nhìn của một con bọ sống trên bẻ mặt đó 
- tắt cả các phần của bẻ mát đều giêng nhau, mặt phẳng 
kéo đài đến vô tận. Còn theo cách kia, chúng ta tưởng 
tượng mình đang có thêm một chiều nữa bèn ngoài bễ 
mặt và xem nó giỗng như một cái đĩa trên đó các khoảng 
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cách ngày cang lớn hơn khi chúng ta ngày càng tiếp cận 
nàn đường biên hơn. 

Trong mô hình đĩa này, hóa ra là chúng ta có thể định 
nghỉa các khoảng cách trén đĩa sao cha: (1) các đường trắc 
địa la đường thẳng đi qua tâm đĩa và cac cung tròn ma khi 
chúng cất vòng tròn biến tì ta được các góc vuông, (2) các 
góc tạo bởi giao điểm của các đường trắc địa trùng với các 
góc của Euclid, và (3) qua mỗi điểm chí có chính xác mút 
đường tràc địa duy nhất đi qua theo một hướng bất kì 
(Hình 46). J]rùng hợp thay, phần nội biên của hình tròn 
đơn vị là đóng phôi với mặt phăng, bất kế đạng hình học 
nằm trên chúng là gì. Mô hình đĩa này rất thuần tiện trong 
tính toán. Nó cũng có tầm quan trọng nữa; nó chỉ ra rằng 
ta có thể bàn vẻ các đạng hình học Phi-Euclid băng cách sử 
đụng các thuật ngữ của Euclid. 


Hình 46 Mô hình đĩa Poinraré với các đường trắc địa. 
Với mô hình đĩa này trong tay, chúng ta hãy tìm một 


£ ..2 2 ^ .„ Ấ ~ Z„* z . ` . 2 
bát giác đều trên chiếc địa với dạng métric mà Poincaré 


đã sử dụng. Góc bên trái của Hình 47 chỉ ra một bát giác 
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đều nhó mà trong đó môi góc của nó lớn hơn 90 đệ (Hãy 
nhớ rằng các đường thăng là những đường tròn cát 
đường tròn biên bằng các góc 90 độ). Góc bên phải, chúng 
ta có một bát giác đều trong đó mọi góc la 0 độ (các đính 
của bát glac năm ở vô cực). Nếu ta mởử rộng bát giác ở bên 
trái cho đến khi nó trở thành bát giac ở bên phải, thì các 
góc càng ngày cảng nhỏ hơn, cuỗi cùng tiến đến Ù độ. Đối 
vớt một bát giác trung gian nào đó, các góc của nỏ Sẽ 
chính xác bằng 45 đò, củng giống như khi chúng ta giảm 
tốc một chiếc xe đang đi nhanh hơn 90 đặn/giờ cho đến 
khi xe đừng hắn; vào một thời điểm nào đó trước khi 
đưng hân, xe sẽ có một vận tốc chính xác là 45 đặn/g1ờ 

Bát giác này, với tẤt cả các góc bằng 45 độ, là đa giác 
mà chúng ta ñm kiếm. Nêu nỗi các cạnh theo cách của 
Hình 47, chúng ta sẽ có được một hình xuvến hai lỗ. Định 
ngha các khoang cách như chúng dược định nghĩa trên 
bát giác đó, se đem lại nột dạng hình học cö độ cong âm. 

Còn hình xuyến ba lô thì sao, hoặc hình xuyến với số 
lượng lô bất kì? Lí luận theo cách tương tự như trên, ta sẽ 
thây tắt cả các hình này có thế được gán với các dạng, 
mêtric sao cho chúng có đủ cong âm không đổi, vì vậy 
chúng là hypecrbolic. Do đó, dạng hình học tự nhiên của 
“hầu hết” các bẻ mặt phải là hyperbolic.! 


H} Cần biết rằng một hình xuyến r lỗ có thể được biểu điển thành 
đa giác + cạnh với các cặp cạnh lần lượt được xác định theo cùng 
tot kiểu như ở hình xhyen hai lò, Đối với độc giá có kiến thức toán 
học vừa phải, xem thêm Chương, {1 của J. Weeks, The Slpe af Spnce, 
^nd eđd (New York, Basel, Míarcel Đekker, 2002). Độc g›ã nào nyuôn 
đi sâu hơn vẻ chỉ tiết toan hoc, xem J, SHIIWell, Geomet) ì uƑ St ƒCP5 
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“nh 47 Bát giác ä bên trái có các góc lớn hơn 90 độ. Bái giác ở bên phải có 
các góc bằng 0 đậ. Nếu bát giác ở bên trái từ từ to ra các góc của nó sẽ thu 
nhỏ tại dần, la sẽ có được một bát giác với các góc bằng 45 độ trước khi nó 
biến thành bát giác bên phải. 


Các nhà toán học tìm ra một kết quả nữa, đó là mọi 
bẻ mặt đều mang một dạng hình học tự nhiên va có vẻ 
đẹp không thẻ cưỡng lại được. Bắn mươi năm trước đó, 
họ chỉ biết tằng topo học và hình học vớ cùng khác nhàn 
và không thể kết hợp thành một. Bây giờ, họ vỡ lẽ rằng 
mới liên hệ giữa hai đặc tính này là không thể nào gằn 
gui hơn được nữa trên các bè mặt hai chiêu. Thực tế là 
hầu hết các bề mặt có đạng hình học hyperbolie - nà 
ngày nay vấn còn là bị ân - còn càng làm ta kính ngạc 
hơn. 

Tuy không thể lắp mùt hình xuyên phẳng vào không 
gian Buclid ba chiều (mặc dù vẫn có thể lắp nó vừa vặn 
vào một không gian Euclid ba chiều bằng cách thay đôi 
độ cong), nhưng với vài năm kiến thức toán học ở bậc đại 
học (một ít đại số tuyến tính và ba học kì vi-tích phân), ta 


(New York, Sprtnger-Verlap, 1992) hoặc A. Beardon, The Gea1!£ ol 
the Diacrele Group (Ñew York: Sprùyger-Verlap, 1989). 
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cũng có thể chứng mình vằng hình xuyến đó có thể được 
lầp vào khóng gian Euclid bỏn chiều sao cho mêtric mà 
nó có được là mêtric của mọt dạng hình học phẳng.!° 
Hilbcrt đã chỉ ra rằng không có bẻ mặt nào có thể được 
đặt vào trong không gian Eucld ba chiều sao cho nó có 
mót mêtrIc với độ cong âm không đối. Đặc biệt, một hình 
xuyên hai lỗ hyperbolic không thể đặt vào không gian 
Euclid ba chiều. Ta có thể tự hỏi, liệu có thẻ đặt mọi bề 
mặt, hay tổng quát hơn là mọi đa tạp có một đạng mêtric 
được định nghĩa theo phương pháp của Riemann, vào 
một không gian Euclid n-chiều nao đó sao cho đạng 
métric (đo vậy, các khoảng cách) trên đa tạp la gióng với 
đạng melric mà nó có được từ không gian Euchd bao 
quanh nó? Cầu hỏi này được biết đến vơi tên gọi là hài 
toán những Riemann, nó không có lời giải đáp trong nhiều 
năm. Năm 1956, trong một bài báo phi thường với các kết 
quả đường như được kéo xuống từ hư không, John Nash 
đã chứng mình rằng câu trả lời cho các bài toán nhúng 
tổng quát này là có. Kết quả này làm ông nổi tiếng, nhưng 
ngay sau đó ông lâm vào trạng thái rỗi loạn tâm thần 


nặng. Cuộc đấu tranh chồng lại bệnh tâm thân phản liệt 


83 Trong thức tế, nêu bạn xem hình xuyến là một Vòng tròn đơn v3 


S trong E” va xem hình xuyến SỲ x SỲ là một tấp hợp con của Êˆ° x É? 
(tập hợp này tường, tự E! bởi một cặp của các cập số thực là bón sở 
thực, va ngược Ì2i), đo vậv bình xuyên này có được mốt khoang 
cách tứ khoảng cách Euclid trong E1 Nếu bạn thích thú với tính 
toán, bạn có thể chỉ ra rằng, vớt khoảng cách này, hình xuyên phải 
phẳng hàng cách kiếm tra các tam giác bắt kì có 180 độ. Trùng, hợp 
thay, theo cũng cách lí luận, tất cả hình xuyên nhiều chiều SỲ x.....v 
S1 đều là một métrtc phẳng tự nhiên (natural flat metric). 
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và việc gJanh được giải Nobei vị những: công hiến trong 
kinh tế học cua ông là chứ để của cuốa sách T20, hồn đẹp 


và bộ phím nòi tiếng cũng tên.!? 


NHỮNG BÀI BÁO VỀ TOPO HỌC VÌ ĐẠI 


Pomcaré biết đến hình học Phi-Euchdl thông qua 
Belrami, người đâu Hến nhận ra đạng hình học 
hyperbolic là hình học có độ cong không đổi và độ cong 
đó là âm. Deltrami chỉ ra một bễ mặt có tên gọi là øIả mặt 
cầu manøg đạng hình học này. Ông cũng khám phá ra mô 
hinh đĩa và nhận ra rằng quan niệm của Riemann về hình 
lọc cụng cắp sợi đây liên hệ thông nhất hai trường phái 
quan niệm, Poincaré triển khai chỉ tiết và khám phá ra 
nhiều mô hình hơn nữa. Thêm vào đó, Poiucaré đã không 
dừng lại ở hai chiều. Ông mớ rộng công trình này đến 
những dạng hình học nhiều chiều hơn. Ông đã mô tả mô 
hình của ông vẻ không gian ba chiều hyperbolic theo 
những thuật ngữ cua riêng Ông: 


1”.”» ® . ` ` 2ˆ = ^ ` > Z ` - - 
Ciä S miột thể gi năm trong nmiột hình cầu lớn và bị chỉ 
phối bởi các quy luật sau: nhiệt độ không phải là đồng 
nút na cao nhất ở chính giữa tâm câu, và đân đán giản 


khi chúng ta cà chuyên ra ngoài về phí ạt cả nh 
A nguài vẻ phía mật câu ngoài 


11 Chứng mính cho định lí những Riemamn xuất hiện trong Dai bao 
của John Nash, "The Hmbedding Problcm ter Ricmanrnian 
Manifolds”, Áirmnals oƑ A3aHumatics 63 (1956): 20-63 Tiêu sự trích đẫn 
trong cuốn sách là của Svivia Nasar, A BeauHful Aliml New York: 
S5imØn and Schuster, 1998) và bộ phim cùng tên. 
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cùng, nơi nó cö không đỏ tuvol đồi Quy luật nhiệt độ 
này có thể tóm lược như sau Nêu R la han kính của hình 
câu, và r là khoảng cách cuøu điểm đang xem xét đến tâm 
hình câu, thì nhiệt độ tuyệt đổi sẽ h lệ với Rˆ-r. Hơn nữa, 
tôi sẽ giả sử răng trong thế giới này tẤt cả các vật thẻ có 
cùng một tỉ lệ đân nở sao cho sự đân nở này của một vật 
thể tuyên tính đếu h lẻ với nhiệt độ tuyệt dối của nó. 
Cuối cùng, hàv gia sử rằng một vật thể di chuyển từ điểm 
này đến một điểm khác với một nhiệt độ khác sẽ ngay 
lập tức có được trang thí cần bằng nhiệt với môi trưởng 
mới của nó Không có ø Ironep những giả thuyết này là 
mâu thuần hay không thê tưởng tượng dược Mót vật thể 
chuyển động sẻ càng lúc càng nhỏ hơn khỉ nó Hến gần về 
phía mặt biên của hình cầu. Chúng ta hãy quan sát, điều 
đầu tiến là, mặc đủ từ góc nhìn hình học bình thường của 
chúng ta thì thế giới này có vẻ như hữu hàn, nhưng đối 
ví cư dân của nó thì thế giới này vô hạn. Càng tiếp cận 
với bé mặt của hình cầu, chúng càng trở nên lạnh hơn, và 
cùng lúc càng trở nên nhỏ bẻ hơn. Các bước đi của họ đo 
đó cũng ngày càng ngăn lát, sao cho họ không bao giờ có 
thể chạm được mảt-cäu-biến của hình cầu. Nếu đối với 
chúng ta, hình học chỉ nghiền cứu các quy luật mà dựa 
vào đó các vật rắn bát biên dì chuyển, thì đối với những 
sinh vật tưởng tượng, này đó là sự nghiên cứu về các quy 
luật của sự chuyển đóng ñị biến đạng bởi sự chệnh lệch niưệt 
ND” 

Chúng ta hãy đưa ca một giả thuyết khác: giả sử ánh sáng 
đì qua các mốt trường có độ khúc xạ khác nhau, sao cho 
độ khúc xạ tỉ lẻ nghịch với R~-”. Dưới những điều kiên 
này rô rằng lÀ các tia sáng không còn thẳng nữa mã cong 
trồn.. Nếu lo [sinh vật trên một thế 8lới tư vậy] xây 


đựng mìội đạng hình học, thì đạng, đình học đó sẽ không 
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giông như đạng hình học của chúng ta - nếu nghiên cứu 
vẻ chuyền động của các vật răn bắt biến - họ sẽ nghiên 
cứu sự dịch chuyển vị trí khác biệt và là “dịch chuyền 
Phi-Euclid”, và vì vậy đó sẽ là dạng hình học Phi-Euchid. 
Do đó, những sinh vật giống như chính chúng ta, nếu 
được giáo dục trong một thể giới như vậy, sẽ không có 


` X. .”Ã . h ” : 14+ 
đạng hình học giỗng như của chúng ta 


Trong suốt cuộc đời, Poincaré đã đối mặt với những vận 
đề gai góc mà mất gần một thế kỉ, những người khác mới 
biết cách trân trọng chúng. Sự tiếp xúc đầu tiên của ông 
lên quan đến mô hình không gian ba chiều hyperbolic 
mà ông vừa mới bàn đến ở trên. Ông phát hiện ra rằng 
những tác động của các nhóm con của các chuyển động 
khác nhau trên mặt cầu ở vô cực phức tạp hơn bắt cứ thứ 
øì mà các nhà toán học đã gặp phải trước đó. Một vài năm 
sau (1887), vị vua Na Ủy và Thụy Điển tuyên bố một cuộc 
thi toán học cho công trình hay nhất về toán học của Hệ 
Mặt Trời. Người ta sau đó nhận ra rằng mục tiêu là quá 
tham vọng. Poincaré gửi một bản báo cáo và qua đó giành 
được giải thưởng,nhưng sau đó ông phát hiện ra một sai 
sót trong bài báo đó.! Ông đã giả định một loại vận động 
vô cùng phức tạp và không thể xảy ra, nhưng sau đó ông 
phát hiện ra rằng kì thực nó có thể. Ông đã khám phá ra 


H3 Poimcaré, "Science and Hypothesis", The Value öƒ Setence: Essential 
Writings of Henrt Poimecnrớ, ed., Stephen jav Gould (New York: The 
Modern Library 2001). 

%* Để biết chỉ tiết, xem bài giới thiệu của D. Goroff trong H. 
Poincaré, Neio Melhods ðoƒ Celesttnl Micclamcs, biên tập và giới thiệu 
bởi I3. Goroff (New York: American Institute of Physics, 1993), 
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điều mà chúng tà ngày nay gọi là biẩt hiện hẳn laanH 
(chaotic behaviour}, tiếp theo ông tìm kiêm ngôn ngư và 
các công cụ để mô tả và làm cho phù hợp với những, gì 
ông vừa tìm ra. Ngav nay, chúng ta sử dụng thuật ngữ lí 
thuyết hỗn loạn (chaotic theory) đẻ mô tả biểu hiện phức 
tạp đối khi không thể hình dung được, là hệ quả từ các 
quv luật chuyen động đơn giản hoặc các quy tắc đơn gián 
được ứng dụng một cách lặp ởi lặp lại." 

Để làm rõ nghĩa những suy tưởng của mình, 
Poincaré - cũng như Riemamn - nhận ra rắng các khái 
niệm mang, tính topo học là thực sự cần thiết. Khí đánh 
p1á lại công trình của mình năm 1901, ông việt: 


“Một phương pháp chớ phép: chúng ta biết các mỗi quan 
hệ định lượng trong một không gian có số chiếu lớn hơn 
ba, có thể, theo một cách nào đó, CUNE cắp các tác dụng 
tương tự như các biếu đỏ, Phương pháp này chỉ co thể là 
topo học của các kháng gian có số chiều lớn hơn ba. Mặc 
đù vậy, ngăn khoa học này cho đến hiện tại vẫn rất ít 
dược khai thác. Sau fÑíemann, Betti đã đưa vào một số 
khái niệm cơ ban, nhưng chưa ai tiếp tục công việc của 
Betti cả. Về phẩn tôi, tất cá những con đường khác nhau 
mà tôi liên tục dẫn thân đã đẫn tôi đến với ngành topa 
học. Tới cản những khái niệm của môn khoa học này đế 
theo đuôi nghiên cứu trên các đường cong định nghĩa 
bởi các phương trình vì phán, và để mở rộng chúng lên 


các phương trình vi phân bậc cao hơn và đặc biệt, đến 


l Xem thêm bản phổ biến rất hay dành cho công chúng vẻ í 
thuyết hỗn loạn trong James Gleick, Chaos: Makínv a Nei Science 
(New York: Pengamn, 1988) 
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vẫn để cua các vật thể bặc bạ. Tỏi cản chúng đề nghiên 
cưu ham số hài bén không đồng điều Fồi con cản chúng 
rong cÁ việc nghiền cứu những chủ kị của tích phân 
nhiều lợp và để íp đứng nghiên cưu nảy vào những khai 
trên nhiều loạn Cuối cùng, tốt đã nhịn thấy trước trong 
topo học chủa Kháa để giải quvết mặt bai toán quan trọng 
của lí thuyết nhóm, đố Tà bài toän nghiên cứu vẻ các 
nhốm con rời rạc hoặc hữu hạmn của một nhóm liên 
ki” 

Nhưng ông không đả động gì đèn việc các khái niệm mà 
ông cân đã vượt xa những gì mà Riemann đòi hỏi, và 
vượt xa những gì đang có sẵn ở thời điểm đó. Những 
đóng góp của Poincaré trong ngành topo học là quá lớn 
lao và vẫn đáng đọc ngay cả với thời nay. Ngoài các 
thông báo nghiên cứu, chúng còn xuất hiện trong sảu bài 
báo khoa học bắt đầu từ năm 1895 va kết thức vào năm 
1904. Bài đầu tiên in trong tập đầu tiên của tạp chí trường 
Bách khoa Paris và đã tạo nên móng cho lĩnh vực này một 
cách không gò bó chỉ với hơn một trăm trang,!* Đáy là 
một thành tựu tuyệt dối. Ông đưa ra một sỏ định nghia 
khác nhau của ởa tạp: hai định nghĩa đêu rất thuận tiện 
cho các nhà giải tích, định nghĩa thứ ba thuận tiện hơn 


cho việc tạo ra các ví dụ trong không; gian ít chiếu đóng 


3# Bạn đánh giá lại này in trong Act1 Mathemutrca, vol. 3Ñ, 1921, và 
dược tt lại trong toàn tập Poinecaré. (Ceu?res, 2: 183.) 
tÊ “Analvsis Situs” trong Joral de PÉcole Polytechiniqaue 1 (1895). 1- 
I21. (Qeutres, 2: 193-288.) Analysls 5itus lúc đó là tên thường gọi 
nhưng giờ đã lỗi thời của ngành topo học, có thể được dịch thành 
“giải tích vị trí”, lẫn đầu tiên được dùng bởi Leibniz. 
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thời tạo ra cơ sở cho bộ món mà chúng tạ gọi là topo hình 
học, và định nghĩa thứ tu liên quan đén lí thuyết nhonn. 
Định nghĩa cuối cùng này trở nên rất quan trọng trong, 
topo đại số - lĩnh vực mà chỉ riêng, Poincarẻ phát mính ra. 
Poincaré bàn đến công trình của Betti (người mà ông 
cũng đã đề cập trong đoan trích ở trên), một người bart 
của Riemann, và có lé là người duv nhất lĩnh hội đây đủ 
những ý tưởng về topo học của Riemamn. Betti đã lẫy ý 
tưởng của việc cất bẻ mặt đọc theo các đường cong của 
Riemann và tổng quát hóa nó thành việc cắt một đa tạp 
nhiều chiêu đọc theo một đa tạp ở bên trong nó. PoLncaré, 
đến lượt mình, tổng quát hóa công trình của Detti và 
những con số mà Betfí gán cha các đa tạp, Ông định 
nghĩa một đa tập cố (submanitald) là một đa tạp bến 
trong một đa tạp khác (giồng như một đường # cong bén 
trong một bề mật, hay một đường cong hoặc một bẻ mặt 
bên trong mìòt đa tập ba chiều) và xem hai hoặc nhiều đa 
tạp con là liên quan đến nhau nêu chúng là biên chung 
của một đa tạp con khác. Ông giải thích lại những can số 
mà Betti đã đưa ra, ngày nay ta gọi là các số của BetH'”, 
bằng cách giới thiệu các phương trình giữa các đa tạp con 
của một đa tạp, gọi là các phép đồng điều trên một đa tạp, 


13 Số BeHi (Detti numrber): được đề ra bởi Enrico Betti và llenri 
Poincaré để phân biệt các không gian topo. Một cách trực giác, số 
Betti đẫu tiên, b„ của một không gian là tổng số thành phần liên 
thông hay là tổng số nhát cất có thể thực hiện trên không gian mà 
không, chia không gian ta thành hai phần. Số Bett thứ hai, b; là 
tổng số các lỗ “tròn” hai chiều và số Betti thứ ba, b., là tổng số lễ 
hay chỗ trống ba chiều (ND). 
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thể hiện mối quan hệ về biên trong đa tạp này. Tập hợp 
Llắt cả các phép đồng điều độc lập của một số chiều cỗ 
định đều được gọi là mốt nhóm gọi là nhóm đồng điều 
(homology group). Các nhóm đồng diều được phỏng 
đoán là giếng nhau đối vói các đa tạp đồng phôi và một 
khi bạn biết được các nhóm đồng điều bạn se biết được 
các só Betti và còn nhiều thông in hơn thế nữa.!?! 
Poincaré đã lên kết một đỏi tượng đại sò hoàn toàn 
mới với mỗi đa tạp, mà ông gọi là nhóm cơ bản 
(fundamental group). Nó bất biến đưới phép đồng phỏi 
và cách mạng hóa hoan toàn cách nghỉ của chúng ta về 
da tạp. Một phản tử của nhóm này là một vòng láp hình 
thành tại một điểm có định transx đa tạp; có nglưa là, một 
quỹ đạo xuất phát từ điểm đó và trỏ lại với chínlt nó. Nói 
một cách công thức hơn, đó là một ánh xạ liên tục từ 
khoảng đơn vị lên đa tạp sao cho cả hai điểm đầu và cuối 
của khoảng này ánh xạ lên điểm đã cho trang đa tạp. Hai 
quỹ đạo được coi là tương đương nếu chứng có thể được 
biến đổi qua lại lẫn nhau theo một cách liền tục sao cho 
cách này cỗ định điểm đầu (và vì vậy cũng cô định điểm 
cuối). Chúng ta có thể nhân hai quỹ đạo bằng cách đi 
vòng quanh một điểm, sau đó đi vòng quanh điểm khác. 


'*' Sã BeHi được coi là bất biến về mặt topo, nhưng thiêu chứng 
mình nên đã gây ra mìột chút bối rối. Sự thực về việc số Betrì bãi 
biến dưới phép đồng phôi đã phải chờ đợi công trình cua Jalnes 
Alexander. Ông chứng mình diều này trong không gian ba chiêu 
vào năm 1913. Ý tưởng đằng sau chứng minh của Alexander nhìn 
chung là đúng, nhưng phải mắt vài năm sau thì Alcxander va thây 
hướng dẫn Ö. Veblen mới chứng mình điều này đúng trong trường 
hợp tổng quát. Ta sẽ bàn đến cả hai người này sau. 
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Tập hợp tất cả các quỳ đạo như vậy hình thành một 
nhóm, nhưng là nhóm mà thứ tự của các phần tứ trang 
phép nhân giữa các quý đạo có tính chất quan trọng. Ông 
triển khai cách giúp chung ta có thể mô tả các nhóm như 
vậy, và đã đưa ra một sơ đỏ, trong đó nhóm này có thê 
được xem như lã tập hợp của tất cả các từ vựng, hay của 
tất cả các chuỗi chữ cái mà chúng ta có thể tạo ra được từ 
một tập hợp cho trước các chữ cải. Phép tường đương là 
khả năng có thể thay thế một vài chuỗi này hã ng một số 
chuối khác, và phép nhân là khả nãng có thể sáp nhập 
hai chuối kẻ tiếp nhau. Đối với bất kì nhóm nào, những 
chữ cái mà chúng ta được phép sử dụng gọi là phần lư 
sinh (generalors), và các quy tắc mang tính tương đương, 
được gọi là các mối quan hệ (relation). 

Potncaré đặc biệt quan tâm đến các đa tạp ba chiẻu. 
Những đa tạp này mô phỏng hình dạng mà vũ trụ của 
chúng ta có thể có. Riemamn trước đó chỉ xem xét khôi 
cầu ba chiều, còn Poincaré thì mong muốn tìm hiểu tật cả 
các đa tạp ba chiêu. 

Ví dụ, Poincare cai lớp của tất cả các đa tạp ba chiều 
thu được băng cách kết hợp các mặt đối điện của một 
khối lập phương với nhau theo các cách khác nhau. Ông 
thu được khối hình xuyến ba chiều đã để cập trong 
Chương 4, cũng như một số đa tạp khác (cùng với một 
đối tượng mà ông chứng minh rằng nó không phải là đa 
tạp). ng đã chỉ ra cách xác định các đối tượng là các đa 
tạp hay không. Ông nghiên cứu các nhóm cơ bản của 
chúng và chỉ ra rằng các đa tạp này có thể được xem như 
là khóng gian mà ta có được nêu ta đồng nhất các điểm 
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trong Không giàn ba chiều có thể di chuyển được đén một 
điểm khac băng một nltom đặc biệt (ta nói rằng đa tạp đó 
được biện điển bằng ương của một nhóm (quotient oÉ a 
proup) tác động lên không gian ba chiều). 

oaincaré đặc biệt chủ ý đến việc ñm kiếm một tập 
hớp của tất cả các phản tử bắt biến mà nhờ tắp hợp này ta 
có thể phản biết được các đa tạp khác nhau (Nói cách 
khác, vì chúng ta đang sảng trong một vũ trụ là một đa 
tạp ba chiều, nhưng làm thê nào chúng ta có thể chỉ ra đó 
là đa tạp gì?). Ông chứng mĩnh rằng việc chỉ biết được các 
sò BetH của đa tap là chưa đủ. Ông đã tạo ra một họ vỏ 
hạn của các đa tạp ba chiều đóng không đồng phôi và chí 
ra rằng ta có thể tìm ra các đa tạp không đồng phôi 
nhưng có các só Betti piỗng nhau; và trên thực tế, thậm 
chí có cùng các số Betti với một khối cầu. Ông cung, cấp 
các ví dụ về những đa tạp có các nhóm cơ bản hữu hạn, 
và nhắc đến một kết quả "có vẻ như mâu thuần (lời của 
ð1Ø), mà dựa vào nó ông hí vọng bài báo của nình sẽ 
thấp lên vài tía sáng: kết quả này chỉ ra rằng một đa tạp 
có thể có một nhóm cơ bản phức tạp hơn nhiều so với 
một đa tạp khác, nhưng, lại có số Betti đầu tiên nhỏ hơn. 
Ông tiếp tục viết: 


ˆ `em xét các câu hỏi sau có lè sẽ là thú vỊ. 


1. Cho trước một nhàn G được xác định bởi các phần tử 
sinh và các nìỗi quan hề, liệu nó có thể là nhóm cơ bản 


của một đa tạp chiều không? 


` £ ˆ + - ` ` _ & 
2. Lầm thể nào ta có thế hình thanh nền đa tàn này? 
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3. Liệu hat đa tap bật kì có cùng 5Ó chiêu và cụng, một 


nhứớm c Baitce liên đồng phôi hay không,” 


Những cầu hội nạt đồi hỏi sự nghiên cứu vất và và quá 
trừnh pđtt tren lìu đài nên tôi sẻ không bàn chúng ở 
đây, ° 

Vào buôi bình minh của thế kí 20, năm bài báo mà 
ông gọi là "bộ sung" đã tiếp nối bài báo tuyệt vời của 
chính Êng năm 1395. Tât cả đèu xuất hiện trong các tạp 
chí đỉnh cao.” Bài bố sung đâu tiên vào năm 1899 làm rõ 
định nghĩa của các số Recth, đáp trả những lời chỉ trích của 
nha toán học Đan Mạch Pounl 11eepaard. Heeceaard dưa ra 
một phản ví đụ, chỉ ra răng một định lí, bảy giờ được soi 
là tính đói ngẫu Pomeué (Poincare duality), không thể 
đúng như đã nều. Sự việc hóa ra là do định ngha của 
Poincaré khác với định nghĩa của Ileegaard, và sự khác 
biệt đó là rất quan trọng, đề làm tính đối ngẫu Poincarẻ có 
ý nghĩa. Trong bài bố sung thứ hai, xuất hiện năm 1900, 


ông đã thảo luận về các hệ sở xoăn, được phát triển từ các 


' Tương tư (Oeui£s, 6.258.) 
8 "Complément à Yanalysis situs”, RenNconH del Cưcuole Alalenalice 
đủ Dalơi no 13 (1899): 285-313. "Second contplềment à Tanalvsis sttts”, 
Procvedinos øƒ khe London AlaHieimnlical Soertlu 32 (1900): 277-308. 
“Certaines surfaces algébrMjues; troisieme complement ä Fanalysis 
situ5”, BulleHm de Ea Socrðlé Àlalhetmalhque dc France 30 (1902): 49-70. 
"Nur les cycles đes surfaces algéebriques; quatrième complémeit à 
[analysls sItdsĩ, JoHUNE dc AlnhéểmaHagues 8 (1902) 169-SL3 
(Liauvilles Journal). “Cinquieme conuplément à Ưanalvsis sius” 
(dtryonlT dei Circolo Nlalertalco đi PDaleirmo 18 (1904), 45-110 Tất cả 
bài bào này, cùng với các Hìiöng báo nghiện cứt được tr lại trông 
tập 6 của toàu tập Qeures. 
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số Betti, và dùng chúng để mở rộng định lí đối ngẫu 
mang tên mình. Ông xem xét lại các ví dụ của ông về đa 
tạp ba chiều. Bài báo thứ ba nghiên cứu một lớp đặc biệt 
của các bề mặt đại só.!3 Những bẻ mặt này có hai chiều 
phức và do đó có bốn chiều thực. Poincaré đưa ra những 
ý tưởng hoàn toàn mới, bằng cách quan sát sự thay đổi 
trên các bề mặt hai chiều bên trong một đa tạp khi chúng 
ta di chuyển xung quanh các điểm kì dị (singulÌar points). 
Bài báo thứ tư mở rộng nghiên cứu này cho các bề mặt 
đại số bất kì. Trong bài bổ sung thứ năm và là bài cuối 
cùng, xuất bản năm 1904, Poincaré quay trở lại với các đa 
tạp ba chiều, cùng với sự hỗ trợ của những công cụ khác 
mà ông đã có trong tay. 

Đa tạp ba chiều đơn giản nhất là khối câu bậc ba, và 
rö ràng là ý tưởng phải mô tả đặc điểm cụ thể của nó đã 
luôn tồn tại trong suy nghĩ của Poincaré. Trong bài bổ 
sung thứ hai, ông tưởng rằng mình đã đạt được điều đó. 
Ông bắt đầu bằng cách hướng về hai bài báo trước đó của 
ông. “Mặc dù câu hỏi này còn lâu mới được trả lời một 
cách thấu đáo và chắc rằng tôi sẽ trở lại với nó nhiều lần 
nữa. Lần này, tôi tự giới hạn minh trong một số sự suy xét 
nhất định nhằm đơn giản hóa, làm rõ hơn và hoàn thiện 
hơn các kết quả thu được trước đó.""* Ông tiếp tục phát 
triển và cần thận vạch ra một quy trình để tính toán các 


hệ số xoắn mà ông đã định nghĩa trong bài bổ sung thứ 


'*3 Bài báo bố sung thứ ba nghiên cứu một lớp bẻ mặt đại số đặc biệt 
có đạng z`=F(a,w). 
1 Oerzres, 6:238. 
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D ` x . : › , £«‹ x ˆ ..^ ^ˆ 
hai và đẻ phác thao ra định lí đôi ngẫu. Tuy nhiền, ông 
đã đi quá xa. 


“Để không keo dài công trình này, tôi tự hạn chế mình 
trong việc chỉ nêu lên định lí sau đây mà chứng mình của 
nó vấn đột hỏi thêm một số công việc mang tính chuẩn bị 
kluac nửa. 

Alốt khối da diện mà tất cả các số BelH của nó đều băng 1 tà lát 
cả các dâu T, của nó là song phương Hữ dông phôi oới hình cầu 


ha chiều, "125 


Lich sử phức tạp của giả thuyết Poincaré bắt đầu như 
vậy. Paincaré tin rằng ông đã mô tả khối cầu ba chiêu. 
Nhưng “đinh lí” mà ông công bố và cho in nghiêng ra là 
sai, Ông nhận ra điều này bốn năm sau đó, và đành một 
bài bổ sung thứ năm để đựng lên một phản ví dụ hoàn 
mi. Bài báo bắt đầu bằng những lời sau đây: 


“Tôi trở lại càng cầu hỏi này (topo học) ngày hôm này để 
thuyết phục rắng, người ta chỉ có thể thành công bằng 
những nó lưc lấp đi lặp lại, và rằng chủ để này đủ tâm 
quan trọng để xứng đăng với những tổ lực đó. Lần này 
lôi giới han bản thân trong việc nghiện cứu vẻ một số đa 
lập ba chiều nhất định, nhưng các phương pháp mà bồi 
sử đụng đương nhiền có thể được ứng dụng một cách 
tổng, quát hơn, Trong quá trừnh nay, tối trình bày rất dài 
về cac đường cong khép kín mã ta có thể vẽ ra trên các bể 
mặt khep kín trang mốt không gián thông thường. Kết 
quả cuỏi cùng mà tôi có trong đâu được nêu sau đây. 


Trong bài bổ sung thứ hài, tôi đã chỉ ra rằng để mô tả cụ 
Đ Oenmies, 6:270. 
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thê mọt đa tập, biết số Betti của nó là chưa đủ, nhưng các 
hé số nhật định ma tội gọi là các hệ số xoắn đóng một vai 
Bo quan Họng Tà có thể hỏi chỉ một sự cần nhắc đến các 
lề nộ này Hết có đủ hay không; nghĩa là, khi tẤt cả các sở 
1h và lãi cả hờ số voắn cửa một đa tập bằng 1, lợu ta 
du để kết luận đã tấp đó đồng phối vơi mốt khói cảu ba 
chưa hay chưa? Hoặc, liệu có cân thiết nghiên cứu các 
hòn cơ bạn của một đa tạp, rước khi khẳng, dinh rằng 
nó là như vậy? Chúng ta bây giờ có thể trả lồi những, câu 
hỏi này; tôi đã xây dựng được một v7 dụ. thục vậy, vẻ 
mót đa tạp mà tất cà các số Betti và hệ số xoàn băng 1, 


nhưng nỏ không đồng phôi với khối cầu bậc ba.! 


Nói cách khác, Poincaré nhắc nhở người đọc rằng néu tà 
biết tắt cả các số Betti của vũ trụ, ta vẫn chưa thê biết hình 
đang, của nó. Còn bầy giờ ông đặt ra câu hỏi, nếu biết các 
số Detti và các hệ số xoắn, liệu có thể xác định đa tạp đó 
hay không? Không, ông nói. Ông đưa ra vị dụ của một đa 
tạp có cùng các số Belti và các hệ số xoán giống như khối 
cảu bà chiều, nhưng không phải là khỏi càu ba chiều. 
Dieu này gây ngạc nhiền; trong bài bộ sung thứ hai, 
Poincaré đã từng tuyên bó rằng ông không nghĩ điều này 
là có thể. 

Vậy ví dụ của Poincaré là g1? Trong bài bổ sung thứ 
năm, ông mô tả nó như là hai hình xuyên rần có hai lễ 
đán với nhau theo một cách thích hợp (theo sơ đồ 
Heeenard), và cần thận mò tả một cập quỹ đạo không thể 
co lại thành một điểm, Đa tấp này kế từ đó được gọi là 


" Optarr3, b:435. 
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Không QI4H khối mươi hai mặt Poincaré (Hình 4Ñ), và mgày 
1ay thường được mô tả như mọt đa tạp bậc ba có được 
bằng cach dán các mặt đối điện của một hình khối đều 
mười hai mặt với nhau theo một phần mười vòng bàn 


ngược chiều kim đóng hồ."” Xin nhắc lại rằng một hình 


C Poimncaré chác chân không biết Không giàn mà ông khám phá có 


thể được mồ tả bằng cách xác chnh các mật đối điện của mốt hình 
khỏi mười hài mát, Mô tả nắy được in trong C, Webel and H 
SeicrL "Tie heidex Dodekaedranme"”, Aintlieninlische Zelsclrft 37, 
nò 2 (1933): 237 Xem thêm mốt mộ tả khác hay, để đọc về hai 
khòne gian mười hài mặt trong bai báo của Jeff Weeks, The Shape cƒ 
SĐdcP: lløa tạ VTsuali2e Sứ Mắc c$ qnd Tlree-IDnnenslonal Xiamifoldls (Ne 
York: Marcel Iekker, 1985). An bản thứ hai xuất hiện vào năm 2002 
Tỏi muốn giới thiệu cuẩn sách này đến mọi đối tượng. Cuốn sách 
này đề đọc ca cho những người không phải lạ nhà toán học, và đặc 
biệt cho các học sinh trung bọc muốn tìnt hiểu thêm, Một cách mỗ 
tả chỉ tiết không gian khối puươi hai mặt Poincaré khác nghiêng vẻ hình 
học hơn sử dùng mặt cầu hai chiều có bản kính một đơn vị, Nghĩa 
là. chúng ta xem mỗi hình khối mười hai mật như một điểm, Điều 
ày tưởng tự như xem không gian ba chiều la tập của tất cả bộ ba 
sò thực Không gian của tất cả các hình khối mười hai mặt trên một 
mặt cầu đơn vị là ba chiều, bỏi vì nó cần hai tham số để xác đình 
một đính trên mặt cầu bai chiều, và tham số thứ bà để mỏ tả hướng 
mà ban phai hướng tơi để có được định kế Hiếp, Nót cách khác, xác 
định được ba tham số là xác định được một hình khối mười hai 
mặt, Đề có được một đường cong không thể co rút thành múi 
điểm, tả căn xem xét tập hợp các hình khối mười hai chiều có một 
đỉnh có định Điều này tương ứng với việc vượt qua lát ca các póc 
pửa 0 và 120 độ từ đỉnh cố định: các hình khối mười lai mặt có 
được tại điểm đầu (không độ) và điểm kết thúc (120 độ) là giỗng 
nhau, Xem thêm, J  Milnor, “The PƑoincaré Conjecture (Cne 
Hundred Yecars Later”" (www math.suntysb.edu/~jack) và ”[owavrds 
thể Poincaré Conlecture and the Classification of Three Manifolds", 
Nuifccx sứ thế Amtefrican Niatiebttical Sociefty 5U, no 1Ú (2003): 1226-33. 
Milnor mồ tả nó giống như không paan của hình khối mười hai mặt 
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khối mười hai mặt đêu là khói đa diện mười hai mặt ta có 
được bằng cách đính mười hai ngũ giác đều có cùng kích 
thước để tạo ra một bẻ mặt khép kín bao bọc một vật rắn. 
Đây là vật rắn kiểu Platon thứ năm và là cuối cùng. 
Những người thuộc trường phái Pythagoras hẳn đã rất 
vui mừng. 

Năm mươi ba trang sau, Poincaré đã kết luận trong 


bài báo bö sung thứ nằm: 





Hình 48. Không gian khối mười hai mặt của Poincaré. Nối các mặt đối diện 
sau khi quay ngược chiều kim đồng hồ một phần mười vòng tròn. 


“Đo có hai vòng lặp trên đa tạp không tương đương với 
một điểm, đa tạp này không thể đồng phôi với khối cầu. 

Nói cách khác... [Õng trình bày lại, giải thích rằng, 
nhóm cơ bản của nó không phải là đồng nhất thức]. 

Vẫn còn một câu hỏi cần phải xử lí: liệu có xảy ra 


trường hợp nhóm cơ bản của một đa tạp có thể là đồng 


3 x - v * * 
đều nằm trên mặt cầu hai chiễu. 
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nhật thức và đẳng thời đa tạp đó vẫn có thẻ không đồng 
phói với khối câu ba chiều hay không? [Đây chính là giả 
thuyết Poincaré. . 

Nói cách khác... [Ông cần thận giải thích, địa vào các 
ví dụ mà ông đã xày dựng, cần phải làm những gì để có 
được một đa tạp như vậy]. 

Nhưng câu hỏi này sẽ đưa chúng ta đi quá xa.”'*® 

"Vẫn còn một câu hỏi cần phải xử lí” - là câu hỏi "Liệu 
nhóm cơ bàn của một đa tạp có thể là đồng nhất thức và 
đòng thời đa tạp đó vẫn có thể không đồng phôi với hình 
cảu ba chiều hay không?" - gản như ngay lập tức được 
biết đến với tên là gưi thuyết Poincaré. Poincaré đã định 
nghĩa nhóm cơ bản của một đa tạp là tập hợp của tất cả 
các vòng lặp tại một điểm trong đa tạp, trong đó hài vòng 
lập được xem là giếng nhau nếu như vòng lặp này có thể 
biến hình dạng để trở thành vòng kia. Đông nhất thức là 
một vòng lặp ở lại một điểm duy nhất mà không đi đâu 
cả. Một vòng lặp tương đương với đồng nhất thức nếu và 
chỉ nếu nó có thể co rút thành một điểm. Do đó, nói 
nhóm cơ bản là đồng nhất thức tức là nói rằng tất cả các 
vòng lặp trong đa tạp có thể co rút thành một điểm. 
Trong bài báo đầu tiên của mình, Poincaré đã lưu ý răng, 
điều nay đúng với các khối cầu ba chiều. Ông đồng thời 
đặt ra cáu hỏi liệu có tòn tại mọt đa tạp không đông phôi 
với khối cầu ba chiền, mà mỗi vòng lặp bên trong của nó 


z ~ z ` ^ . 
có thê co rút thành một chiếm. 


 Oottrøs, o:498, 
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Câu hỏi này là rất tự nhiên, và về bản chất là rất thú 
vị. Đây là một trong những điêu đâu tiên mà tả sẽ thấc 
mác khi gặp phải khái niệm đa tạp ba chiều và nhóm cơ 
bán, Ngay cả khi không có Poincaré, nó vẫn sẻ cuøn hút 
các nha nghiên cứu. Nhưng rõ rằng là Poincaré đã xem 
nó như là trọng tâm. Óng quay trở lại vấn đề này hết lân 
này đến lần khac. Đầu tiên ông đã hiểu sai về nó. Đó 
chính là câu hỏi “sẻ đưa chúng ta đi quá xa”, cảu hỏi được 
nêu lên trong mệnh đề cuỗi cùng của loạt bài báo vị đại 
của ông. Sự thực là các nhà toán học vị đạt nhất sống 
cùng thời đỏ đá không thể ñm ra đáp án, điều này hứa 
hẹn đem lại sự nổi tiếng cho bắt kì nha toán học nào 


thuộc thẻ hệ sau giải quyết được câu hỏi này. 
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Những nhà bác học khống lô 


Khi thẻ kỉ mới bắt đâu, Paris vẫn là thủ đó xã hội và văn 
hóa của thế giới. Ở đây tập trung số lượng lớn nhất các 
nha toán học. Nỗi bật nhất là Henri Doincaré, nhà toán 
học nói tiếng nhất thể giới đương thời. Đứng trên đỉnh 
Olympic của kint tự tháp khoa học Pháp và thể giới, 
Poincaré đã tiếp cận với tắt cả những ý tưởng hay nhất và 
nắm gìữ trong tay những thành tựu khoa học vĩ đại nhất 
của thời đại. Các công trình của ỏng bao trùm gần như 
toan bệ cac lĩnh vực toán học và một phân lớn của vật 
lí. Giữa cac năm L9Ô1 và 1912, Poincaré được để cử không 
ít hơn 49 lần cho giải Nobel, nhiễu hơn bất kì nhà khoa 
lọc nào trước đó và sau này. °” 

*oincaré triệt để từ chôi bât kì ràng buộc hay nhiệm 


2 2 ` ` + ..s ` Ấ„ 
vụ chính trí nào, nhưng dường như Không bao giờ từ chôi 


'* Số lần đề cử giải Nobel rút ra từ Mawhin, "Henri Poincaré. A Life 
in the Service o£ Science”, Notiees öƒ He Aiterican MlathematHecnl SoeteF 
52 (2005): 1036-44. Đây là bán ìn bài điễn thuyết trong Hội thảo 
Poincaré tại Brussels, 8-9 tháng 10, 2004, trong địp tổ chức mưng 
sinh nhật lần thứ 150 của Poincaré. 
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nhiệm vụ quản lí hay phục vụ khoa học. Tính khiêm tồn 
và khiếu hài hước tỉnh tế của ông đem lại sự tương phản 
mới mẻ với tính cách cau có của một sò đỏng nghiệp ' 
thành tựu hơn. Ông là thành viên cúa Ủy ban Triển lãm 
Quốc tế Paris (ủy ban đã đem lại cho chúng ta Tháp 
Eiffel) và là người đứng đâu Phòng Kinh tuyến ràt quan 
trọng. Người ta tham khảo ý kiến ông ngày một nhiều 
hơn trong mọi quyết định lớn về chính sách khoa 
học. Poincaré còn được bồ nhiệm vào Ủy ban Điều tra Giá 
trị khoa học của các bằng chứng được phơi bày trong vụ 
Dreyfus làm rung chuyển nước Pháp thời đỏ. 

Tới lúc đó, danh tiếng của Poincaré đã lan xa trong 
công chúng nước Pháp. Khoa học oà giả Hiyế!, cuốn sách 
đầu tiên của ông viết cho độc giả đại chúng, bán được 
hơn 16.000 bản tại Pháp trong mười năm đầu tiên sau lần 
xuất bản đầu tiên vào năm 1902. Thành công của nó đã 
dẫn tới lời nói đùa dí đỏm quen thuộc đối với tất cả học 
sinh Pháp, "Quest-ce un Cercle? Ce nest point carré?" 
(Một vòng tròn là gi? Nó không vuông một chút nào?), 
bởi vì “point carré“ có phát âm giống "Poincaré", Cuốn 
sách sau đó đã được dịch sang 23 thứ Hếng. Cuốn sách 
thứ hai hướng tới đại chúng xuất hiện ba năm sau, và 
cuỗn thứ ba vào năm 1908.!2 Những cuốn sách này, với 


(61 Sepuerm aml Hupothess là bản dịch tiếng Anh của La Science ct 


thụpeHièse được ìn lần đầu năm 1902, Bản chỉnh lí in vào năm 1906 
và hiện nay văn càn được phát hành. La Valeur đe la science (dịch 
sang tiêng Anh năm: 1958 dưới tên The Value öoƒ Scrence) được ïn năm 
1905. Cuồn cuỗi cùng của bộ ba Scieuce et Méthodc (dịch sang tiếng 
Anh là Semrtee and Afethad) phát hành năm 1908, Bản dịch tiếng Anh 


http://tieulun.hopto.org 


Những nhà bác học khổng lỗ z7 


phong cách vàn xuôi có duyên của J?oIincaré, đã giúp cho 
tác giả của chúng được bầu vào chiếc ghế bỏ trống của 
Sully Prudhomme ở Viện Hàn lâm Pháp. Thời đó và kế cả 
ngày nay, được bảu vào một trong bỗn mươi ghế của 
Viện Hàn T.Âm có le là giải thường cao quý nhất được trao 
tặng cho một trí thức Pháp. Được bảu vào cả Viện Hàn 
lâm Khoa học và Viện Hàn lãm Pháp là điều cực kì 
hiểm." 

Một số phé bình chỉ trích rằng công trình của 
Poincarée có nhiều lỗi và răng ông đã không cẩn 
thận. Không có điều gì là sự thật. Khác hắn với những lời 
chỉ trích, Poincare quay trở lại các chủ để cũ khi ông hoặc 
người khác tìm thây sai sót trong các kết quả của 
mình. Ông tự hào về sự lao động của mình và sẽ không 


của bộ ba cuốn sách này có tựa đẻ The Value of Seience: Essential 
Writines oƑ Henri Poincaré (New York. Random House, 2001). Cuốn 
sách xuất bản sau khi ông mất }3ernmj¿res ensées được in năm 1913 
(dịch sang tiếng Anh thành ÀJahemmdics and Sciencr- Last Êssaus năm 
1963). 


61 Học viện Pháp quốc (Inshtul đe France) được thành lập năm 


1795, hai nãm sau khi các hội bịc thuật được thành lập vào miữa thể 
kí 17 bị giải tán trong cuộc Cách mạng Pháp. Học viện này gỏnh 
năm viện thành viên, Viện Hàn lâm Pháp (40 thánh viên, ngón npữ 
và văn học, thành lập năm 1635 bởi Đức Hồng y làicltelieu), Viện 
Hần lâm Mĩ thuật (55 thành viên, thành lập năm 181áó băng cách 
thếng nhất Viện Hàn lâm Hội họa và Điều khắc, thành lập năm 
16548, và Viên Fiàần lâm Âm nhac, được thành lập năm 1671), Viện 
Hàn lâm Cổ ngữ (55 thành viên, lịch sử và khảo cổ học, thành lập 
năm: 1663), Viện Hàn lâm Khoa học (190 thành vien, y học, toán học 
và khoa học, thành lập năm 1666), và Viện Hàn lãm Khoa học đạo 
dức và chính trị (5D thành viên, thành lập năm 1795, giải tắn năm 
18603, tái lập năm 1832). 
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công bỏ cho đến khi Ông giải quyẻt được vẫn để một cách 
thỏa mãn. Mặc dù đúng là ông ít khi hiểu đính những ø1 
ông đã viết, nhưng đó không phải là vì ông ít để ý, mà là 
đo ông thiếu kiên nhân Với rất nhiều ý tưởng, mà lại có 
quá ít thời gian, liệu dính là một sự xa xỉ ma õng không 
muốn đầu tư vao. Điều kì diệu là Poincaté xuất bản liên 
tục, ngay cả sau khi ông đâ có đủ mọi yêu tố cần thiết để 
tạo đanh tiếng cho mình. Hầu như tất cả những gì ông 
xuất bản đều được nphien cứu kí lưỡng. Các nhà toán học 
bám riết vào tưng từ của ông. Nếu ông quan tâm đến 
công trình của một nhà toán học khác ở bắt cứ điểm nào, 
thì điêu đó sẽ thúc đấy sự nghiệp của người đó. Ngược 
lạ, tìm hoặc sửa chữa mội lễ hổng trong lập luận của 
Poincaré củng sẽ đẩy manh sự nghiệp của ai đó. Ông có 
thể được tôn kính, nhưng đồng thời cũng là một mục tiêu 
tân công. Áp lực chắc hẳn là rất lớn, và ta chỉ có thể 
ngườởng mộ lòng can đảm đã cho òng sức mạnh để tiếp 
tục xuất bản. 

Các bài báo topo học của ông là một trường hợp 
minh chứng cụ thể. Chúng có nguồn gốc từ một sai sót 
mà Poincarẻ mặc phải trong đệ trình của ông về tính ốn 
định của vũ trụ. Nhà toán học người Đan Mạch, Poul 
Heepaard, làm nên tên tuổi của mình bằng cách đưa ra 
một phản ví dụ cho phiên bản đầu tiên của định lí đối 
ngẫu Doincaré. Mong muốn sửa chữa định lí này của 
Poincaré đã tạo ra cơ hội cho bài báo bổ sung thứ nhất ra 
đời. Bài bố sung thứ năm, và cùng với nó là giả thuyết 
Poincaré, ra đời cũng là vì người đần ông Pháp này tự 


phát hiện ra một lỗi trong cóng trình của mình. Cho đủ 
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không, gian khối mười hai mặt của ông đẹp đẽ như thế 
nào đi nữa, tronp một thể giới mà môi từ của ông đều bị 
soí xet, thì những sai sót rõ ràng như vây ắt hẳn đã phải 
làm Poincaré đau đớn lắm. Không rõ ông có để cập đến 
tâm trạng, này trong cuòn sách của mình hay không, 
nhưng rõ ràng nó có ảnh hưởng đến văn phong của öng 
Trong cuòn Giá trị khoa học, ông viết một cách cảm động 
về sự kiên trì theo đuổi hanh trình của mình. 


“Tìm kiểm chân lí phất là mục đích của các hoạt động của 
chúng ta, bợt vì đó là kết quả duy nhất tương xứng... 
Nhưng thính thoáng chân lí làm ta sợ hãi... Chúng tà 
cũng biét rằng chân lí thường nghiêt ngã biết đương nào, 
và ta tự hỏi liệu ảo tưởng khóng lam ta để chỉu hơn sao, 
vâng, hay thảm chị lãm tảng thếm sức mạnh của chúng 
ta, bởi ảo tường, cũng là thứ đem lại niềm tin... Đó 1à lí đo 
tại sao nhiều người trong, chúng ta sợ hãi chân lí, chúng 
ta xem nó như là một nguyên nhản gấy ra sự yêu đuổi. 
Tuy nhiên, chân h không đáng sợ bởi chỉ riêng nó là 
đẹp... Khi tôi để cặp đến chân lì ở đây, không nghĩ ngờ 
øì, cát tôi muôn nói đến đầu tiên là chân lí khoa học. 
Nhưng tôi cũng ám chỉ chân lí đạo đức mà trong đó điều 
mà chúng ta gọi là công, lí chỉ là môi Khía cạnh. Dường 
như tôi đang lạm dung từ ngữ khi gọp hai khái niệm 
hoàn toàn không có điềm chung vào một cái tên, vì chân 
lí khoa học là thứ đã được chứng mính, không thể theo 
bát kì cách nào két nối với chân lí đạo đức, thứ mà ta cảm 
nhận. Tuy nhiên, tôi cũng không thẻ tách rơi hai khái 
niệm nãy, và một khí ai dđöõ đá tốn thờ chân lí này thì 
cũng không thẻ qào không yêu chân lí kia Để 8m ra 


chân !í này, cùng như để nhận thấy chân lí kia, ta phải 
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uiải phóng tuyệt đối tâm hồn khỏi định kiến và khôi 
tham vọng, để đạt đến sự chân thật tuyệt đối, Cả hai 
dan chân lí này đều đern lạt hạnh phục giống nhau một 
k]ầi khAni phá ta, ca lưít Ea tá lim lội dược, đều sáng Chói 
Một thứ ánh sang tực sự quảng dụ Ha bị hoặc phát nhìn 
thăng hoặc phải nhằm nghn mất, chúng Không bao giờ cố 
đình; khi ta tín rằng đã cham tới chúng, là nhận thấy 
mình vẫn phải tiếp tục bước lên phía trước, những ai 
muốn theo đuối chúng đều phai chấp nhận hình phạt là 
không bao giờ được biết đến sự nghỉ ngơi. Cũng cần phải 
mới thêm rằng những ai sợ chân lí này thì chắc chắn cũng 
sợ chân lí kia, bởi những, người này chỉ quan tâm trước 
hết đến những hệ quả. Tỏm lại, tôi muốn sáp nhập hai 
chân lí lại, bởi những lí do chụng làm chúng ta yêu chúng 


và cũng nhưữntg lí do đo làm ta sợ chúng.”!®° 


TOPO HỌC VÀ GIẢ THUYẾT POINCARÉ 


Người ta nói rằng Poincaré không phát minh ra tepo học, 
nhưng ông đã đem lại cho nó đồi cánh. Điều này chắc 
chắn đúng, nhưng gần như là đã nói giảm đi. Sáu bài báo 
về topo học vĩ đại của ông đã tạo ra lĩnh vực topo đại số, 
gpản như từ cơn số không. Môn nghiên cứu mới này sẽ 
đưa đến những thành công lớn nhất của toán học thế kỉ 
20. Doincaré viết để người khác hiểu ông, sử dụng rất 
nhiều ví dụ, đường như theo một phong cách dễ đọc 


ngay cả so với các tiên chuẩn của ngày nay. Tuy nhiền, 


tle^ 


Poincarẻ, Lời món thiệu, Thể Value öƒ Sciencc, dịch sang Hệng Anh 
bởi C;. B. Hal»stead, 189-90. 
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đối với các nhà toán học thời đó, một số lượng lớn những 
ý tưởng mới và thiên tài làm cÌào việc đọc các bài báo topo 
học của ông giống như việc uống nước từ một vòi cứu 
hỏa. Trực giác giúp ông vượi xà ra khỏi các nh vực 
nghiên cứu đã được biết đến với một nên làng vững 
chấc. Từng kết quả trên từng trang giáy lỏi kéo người ta 
vào bãi đá ngầm nguy hiểm của trì tuệ mà để chính phục 
được chung đòi hỏi phải có nỗ lực nhất định của hàng 
chục nhà toán học. Linh vưc toa tông quát và topo tổ 
hợp phát triển phân nào đó như là nễ lực giúp những 
người khác dạo chơi trong các khu vực mà Poincaré đã là 
người đầu tiên đặt chân tới. 

Là mệnh đề kết thúc của bài báo bổ sung thứ năm và 
là bài cuối cũng, giả thuyết Poincaré đã tạo ra một ảnh 
hưởng mang tính chất thần bí đối với các nhà toán 
học. Đây là câu hỏi đơn giản nhất nảy sinh trong quá 
trình suy nghĩ về hình đạng vũ trụ. Đối với những người 
đã mạo hiểm xông vào các bài báo topo học, câu hỏi này 
trở thành một nỗi ám ảnh. Nạn nhân đâu tiên, trừ bản 
thân Voinncaré, là một nhân vật lỗi lac, Max Dehn. 

Dehn tạo nẻn tuổi của mình khi còn là sinh viên tại 
Gðtingen bằng cách giải quyêt bài toán thứ hà trong 
danh mục 23 bài toán nổi tiếng mà Hilbert đẻ xuất năm 
1900. Dehn chỉ ra rằng ta không thể cắt một khói tứ 
diện thành một số hữu hạn các mảnh nhỏ với lát cắt 


nh Dehn bất đầu la sinh viên của Hilbert tại Gbtingen năm 1899, 
Năm 1900, FHibert trình bày danh mục các bài toán tại một hội thào 
ở Paris. Danh nục ngay lập tức trở nên nổi tiếng ngay ngày hòm 
Sau. 
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phẳng rồi đán các mảnh với nhau để tạo thành một khối 
lập phương. Đây là một bài toán không có lời giải từ thời 
Euclid, cả Gauss và Hilbert đã tìm cách giải quyết nó 
nhưng không thành công. Một hệ quả từ công trình của 
Dehn là ta không thể định nghĩa thể tích của một khối đa 
điện mà thiêu đi một số lượng vô hạn các phép đựng. 
Tại Göttingen, Dehn có sở thích xây đựng chặt che 
các định nghĩa và tiên đề hóa các lí luận. Phản ví dụ của 
Hecegaard chống lại phát biểu đẫu tiên của Pơincaré về 
định lí đối ngẫu Poincaré dây Poincaré nghiêng hơn về 
các định nghĩa mang tính tổ hợp nhiều hơn của các đa 
tạp và các nhóm đồng điều mà chính chúng sau đó cũng 
được xây dựng theo hướng tiên để. Dehn và Heegaard 


* Ban có thể tính toán diện tích đa giác trên mặt phẳng bằng cách 
chia chúng ra thành một số hữu hạn các tam giác và cộng tất cả 
điện tích của chúng lại. Nếu cẩn thận, bạn thâm chí có thể xây 
đựng một định nghĩa điện tích cho các mặt phẳng đa giác vẽ bằng 
cách nảy. Công trình của Dehn chỉ ra rằng bắt kì phương pháp tiếp 
cận nào như vậy trong không gian ba chiêu cũng là ngu 
ngốc Ngay cả đối với các đa giác cơ bản nhất, bạn cũng phải cân 
CỘNG thể tích của vỏ số vật thể, và do đó, cản đến vi-tích 
phán. Chứng mình của ông cực kì xuất sắc. Ông tìm thấy một bắt 
biến không thể phân tích được cho phép ông đúc kết lại thành bài 
toán trone lí thuyết số cơ sở mà ông có thể giải (Xem sự phát triển 
thân trọng của bất biến Dehn trong Dupont và Sah, "ŠSclssors 
Congruences”, Jøwrl of Dure nud Applhed Aleechra 25 (1982): 159-95), 
Bất biển IDehn thực sự đóng một vai trò trong lí thuyết đa tạp bậc 
ba ngày nay. Sử dụng thực tế là đa tạp bậc ba có thể được định 
nghĩa bằng cách xác định các mặt của một khối đa diện, Thurston 
điều chính các bắt biến Dehn để tạo thành mật bất biến hình học 
của đa tạp. Dộ cứng Mostow sau đó ngụ ý rằng bắt biến hình học 
cũng là bắt biên topo. 
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gặp nhau tại Đại hội Toán học Quốc tế ở HeIdelberg năm 
1904 và bắt đầu làm viếc cùng, nhau.'"” Ilọ cùng viết một 
bài báo, một cách cẩn thận và rất trừu tượng, đặt ra 
những nên tảng của nganh fopo tò hợp cho dự án Bách 
khoa toàn thự Kiến thức loán học mà Klein đâm trách.t° Bài 
báo xuất hiện năm 1907 đa ra sự phân loạt tuyệt đối 
nghiêm ngặt đâu Đến các bẻ mặt, Nó cũng chứa đựng 
một cách hiểu sai vẻ phep đựng không gian khối mười 
hai mặt của Poinearẻ: các tác giả đã phạm phải một sai sót 
mã Poincaré đã tránh được. Ví dụ mã họ thay thể cho ví 
dụ của Poincaré thực ra là khôi cảu bàc ba, không phải là 
không gian khối mười hai mặt. Sai sót này của họ càng 
làm rõ hơn sự tĩnh tế trong phép dựng của Poincaré. Ông 
ặt hắn đã phải thử nhiều phương án khác nhau để tìm ra 


P Lệ , ` 
ví dụ cụ thê của mình. 


tÈ Thời điểm chính xác khi Dehn gặp Heegaard không rồ rằng. 
Xem ]. SullwelHl, "Max Dehn”, 965-78, trong IÌisln0 of Toroloyu cđ ]., 
M. lames (Amsterdam:; Elsevicr, 1999), Theo Shlwcll (p SeÑ), họ 
gặp nhau vào năm 1903 hoặc 1904. Bài điều vấn của Johannson viết 
rằng Heegaard nói họ gặp nhau tại Kassc] năm 1903, những vợ của 
Dehn, Toni nói với Magnus rằng họ gặp nhàu lẫn đầu tiên tại Đại 
hổi oán học Thể giới ở Heidelberg năm 1904 

8M Dehn và DP. Hecgard, "Analyss Situa”, mộ EnztjÁÍ9pacbe dới 
Afuthpmmsulirmtr YVrseenschafen TH AD 3 (enezig Teubaer, 902), 153- 
3U Bàu bao này đước viết vào năm 1905 và chưa đựng miật chữnz 
mình chỉ tiết của lí thuyết phân loại các bề mặt cömpac được phát 
biện Bợt Mobtux trong trường hợp dịnh hướng được, và bởi [veck 
trong trương hợp tổng quát. Một phí chú ở phần đầu nói, 
"Heegaard tiến hanh thu thập tài liệu cho bài viết, cũng như triểrt 
Mrai các phần căn thiết. Trách nhiệm về bài viết cuối cùng thuộc về 
[3ehit" 
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Dehn rất ân hrợng vơi bài báo năm 1904 của Poincaré 
và trở lại với nó trong suối cuộc đời của mình. Năm 1908, 
Dehn tưởng rằng ông đã thành công trong việc chưng 
mình giả thuyết Poincaré. Trên thực tế, ông đã gửi chưng 
minh của mình dến tạp chí MiathemaHischc Annalen, và việt 
cho Ililbert thúc giục ông mau chóng xuát bản để phòng 
ai đó có thẻ sẽ làm trước. Ai đó có thể là ai? “Chăng hạn 
như Pøincaré”, ông viết. Tuy nhiên, sau khi trao đối với 
nhà topo học IIeinrich Tietze vào nàm 1908 tại Đại hội 
Toán học Quốc tế ở Roma, Dehn nhận ra rằng phương 
pháp suy luận của ồỏng có sai sót, do đó rút lại bài báo của 
mình.“ 

Không gian khói mười hai mặt của Poincaré là ví dụ 
đầu tiên về một đa tạp bậc ba mà các nhom đồng điều của 
nó giống với những nhóm đồng điểu của khỏi cáu bậc ba, 
hứng không đồng phôi với khối cầu bậc ba. Lúc đó, mô 
tả đơn giản ví dụ này bằng cách đồng nhất các mặt đối 
điện của một hình khối mười hai mặt lại với nhau chưa có 
sản, và không gian đường như hoàn toàn là bí ấn. Các đa 
tạp như vậy được gọi là các khối cầu đồng điều và dường 


£ ` ˆ và h + .À z 
như đến từ hư không. Phải chăng có nhiều hơn các đa 


"? Moritz bpple chỉ ra rằng Dehn đã có pấng chứng mình giả 
thuyết Ponncarẻ vào năm 1908 và nghĩ ông đã thành công (SHIlwel), 
969). Tiel1Zzc tìm ra nốt sai sót trong chứng mình của Dehn và bài 
báo đã được rut xuống. Như Volkert nói, Dchn gàn như trợ thanh 
nan nhân đàu tiên của giả thuyết Poincaré.> (Xem À. Velkert, “The 
l:arly Ilistory öf Poincaré's conjecture”, trong Jieurt Poimcarẻ, Se(ÐHCC 
qH ÌPhlosophu, eds. J. L. GreÍte, G. Flenzmann, and K. Lorenz 
(Berlin: Akademie-Verlag and Paris: Albert Blanchard, 1996], 241- 
5Ù). 
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tạp như vậy? Và, nêu đúng, liệu có cách nào để Đìm ra 
chúng? 

Đề tao ra các ví dụ, Dechn phát mình ra tiên thân của 
diều mà hiện nay chúng 1a gọi là piải phầu Dehn. Để mô 
tả diễu nay, đầu tiện hãy nhớ lai răng một khối cầu bậc ba 
có thế được tư duy như là hai quả bóng đặc đính vào 
nhau bằng cách sáp nhập lại các điển nằm trên mặt cầu 
bao bọc các quả báng đó, Ban có thể thấy điều này qua 
một quả bóng đặc năm trong khói câu bậc ba. Bởi vì khối 
cầu bậc ba có thể được xem như là kết quả của việc găn 
hai quả bóng đặc với nhau bằng cách đán chúng lại dọc 
theo biên của chúng (xem Chương 4), khu vực bên ngoài 
quả bóng đó cũng là một quả bóng đặc. Tương tự, nêu 
chúng ta lấy một hình xuyên đặc (không thất nút) tronp 
khối cầu bậc ba, thì khu vực bên ngoài hình xuyên này 
cũng là một hình xuyên rắn. Giải phẫu ehn là quá trình 
cắt bỏ một hình xuyên rắn ra khỏi khối cầu bặc ba và nói 
nó lại theo cách khác. Để làm điều này, chúng ta chỉ cần 
chiếu bề mặt hình xuyến bao bọc hì1h xuyên đặc mà 
chúng ta vừa cắt ra lên bể mặt hình xuyến (giòng hệt nó) 
bao bọc phần còn lại. Có rất nhiều cách khác nhau cơ bản 
để thực hiện cũng một việc này. Ví dụ, chúng tà có thể cát 
một bê mặt hình xuyến đạc theo một đường viền, xoán lại 
mọt vòng hoàn chỉnh (hoặc nhiều) rồi sau đó nội nó với 
khói rắn hình xuyến gốc. Hãy nghĩ vẻ một bác sĩ phẫu 
thuát ghép cơ thể người, mở toàng cơ thẻ ai đó, cắt qua 
cuột, xoán lại một VÒNE, rồi khâu nó lại và đóng vết 
mó. Cùng như một người có thể nhận thấy chính mình 
đang, gặp một số khó khăn sau khi trải qua một quy trình 
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như vậy, kết quả có được sau giải phẫu Dehn có thẻ sẽ 
khêng đảng phói với khối cầu bậc ba, 

Năm 1910, Dehn và Heegaard xuất bản mội bài báo 
nồi tiếng sử dụng giải phẫu Dehn đế tạo ra một chuỗi vô 
hạn các đa tạp bậc ba là các khối cầu đồng điều. “” Bài báo 
kết thúc bằng việc phác thao một lập luận mà họ hi vọng 
sẻ đản đến chứng mình cho giả thuyết Poincaré, nhưng 
đồng thời, họ cũng chỉ ra một lỗ hồng quan trọng cản ở 
lập luận này. Cả hai tác giả rõ ràng đã in rằng già thuyết 
Poincaré là sự thật. Bài bao này đã khiến cho phản còn lại 
của cộng đỏng toán học hiều rõ ràng là, dù đúng hay 
không, phỏng đoán này là rất khó. 

Bài báo ra đời năm 1910 này thú vị bởi một số Kí 
đo. Nó chỉ ra rằng có một mối liên hệ giữa các khỏi cầu 
đồng điều va hình học Phi-Euclid.! Nó cũng nghiên cứu 
một số liên hệ giữa lí thuyết thắt nút và các đa tạp bậc 
ba. Một trong những kết quả nồi bật nhất của no được 
dựa vào một kết quả nổi tiếng, nay được gợi là bố đề 
Dehn, mà Hehn tưởng rằng ng đã chứng minh 
được. Tuy nhiên, sau đó người ta đã tìm ra lỗ hồng trong 
chứng minh của ông và bổ đề Dchn chỉ được chứng minh 
hoàn toàn vào năm 19571 


th A4 I2ehn, "bcr die [opologie đes đreidimertsionale Raumes”, 
VÍalhcrmuaHsche Ảnnalen 63 (1916): 137-608. 

2 Chư xác hơn. Dehn chỉ ¡a rằng các nhóm cơ bán của các khói 
cảu đóng điều hoạt động trên mật phẳng hyperbolic theo một cách 
hợp quy tác. 

`“ Bố đề Dehn nói rằng nếu mỏt đường cong khép kín trong khối 
cầu bậc ba giáp với một đĩa lên tục cát khúc theo một cách mà một 
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Tietze, nhà toàn học cần trọng, người đã ngăn Dehn 
xuất bản chứng mình sai sót của ông về giả thuyết 
Pomncaré, là một trone những nhân vạt tằm cỡ của bộ môn 
topo học non trẻ. Sinh ra ở Ào, ông quan tảm đến topo học 

` ` z Ấ - £ vờ CÁ ` ˆ ^ 
nhờ nhà lí thuyết hãm số người Ao, Whlhelm Wirtinger. Về 
phân Wiringcr, ông chịu ánh hưởng mạnh từ Klein và 
quan tâm ròng rãi đên các ngành toán học, đã bắt đâu sư 
z : - ` z 2 ` Ấ ˆ 
đụng phương pháp topo học để khao sát các hàm số hai 
biến phức có đỉnh nghĩa ân trong một đa thức ba biên 
phức. Luận án Habiitmtion của Tietze cung cấp miột giải 
trình sáng suốt và một cách tiếp cận theo phương pháp tổ 
hợp mang tính chật chế về các đa tạp bậc ba. TietZe cũng 
chỉ ra một só câu hỏi cơ bản mà công trình của Doincaré 
chưa giải quyết được, và để ra các phản biệt quan trọng 
cho sự phát triển của lĩnh vực mới nổi lên này.” 
vành khuyến dọc theo biện không có điểm kì đị thì đường công đó 
thức sự giập với một đĩa những đều. Chứng nành đúng chỉ được 
mm ra Vào nàn 1957 bởi nhà toán học HỊ Lạp CD 
Papakvriakopoulas (Ơn I2chnx lemma and the asphericity oÍ 
knots”, J newediugs o| he Nahpntal AcmlemW of Sclenccs LLS.A. 43 
|1957): 169-72 và AInms ðf,VIatenuatics 66 (19571, 1-26), Bố đề này 
được dùng để giới thiệu một tiêu chí mới cho sư thắt nút (đó là, 
một đường cong kheóp kín là không thắt út khi và chỉ khi nhàm cơ 
bản của phản bú của nó la nhóm Abel). Bộ để Dehn cho phép ta 
puài thích mốt liên hệ trong các nhóm cơ bản một cách hứnh học dựa 
vao các đĩa giáp với các vong lấp biểu điễn các thành phần. 
2H. Tietze, "Uber đục topologischen Invarianten mehrdinensional 
Mannigfaltigkeiten", Afonatsliefte thì ÀIaHiemahk tua Phụáj## 19 (19086): 
1-118. Bai báo này quan trong trong việc phố biên các ý tưởng topo 
của Poincaré Tietze nhân mạnh tâm quan trong của nhóm cơ bản 
trong việc suy rà bất biến của các đa tạp, và nhận ra rằng một số ý 
tưởng của Wndneer cho phép ta tính toán các nhóm có bản cúa 
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THUYẾT TƯƠNG ĐỐI 


Mặc dù topo học thế kỉ ^0 bắt đầu từ Poincaré, và mặc dù 
chính ông là người báo hiệu tầm quan trọng của nó, 
nhưng đó chỉ là một phần nhỏ trong toàn bộ các công 
trình của ông. Poincaré còn góp công vào một số thành 
tựu khoa học to lớn khác của thơi đó, và bài phân tích 
đánh giá về các công trình khoa học của chính ông viết 
vào năm 1901, chỉ đành ba trong số chín mươi chín trang 
cho topo học. Tương tự, topo học chiếm chưa đây ÓC 
trang trong sỏ bảy mươi bến trang ca tụng Poincaré viết 
bởi chủ nhiệm khoa của ông, Gaston Darboux.!” Chỉ hai 


phản bù của nút thất. Ông chị ra mặt số vẫn đề trong định nghĩa 
của Pomcarẻ vẻ các bát biến đồng điều, CÔng, chỉ ra rằng các khiải 
rưệm tương, đương của nút thất cần sự chú ý để tránh các ruút thất 
“hoang đã”. Các nút thất “hoang đã”, ví dụ, không, cản phải giáp 
vứt mút đĩa theo nghĩa thông thường của từ này. Tietze đâu tiên 
đãt cáu hỏi vẻ việc liệu phản bù của hai nút thất có thẻ là đồng 
phối mà không cần các nút thất phải đồng hướng vưi nhau hoặc 
vơi hình ảnh pham chiếu của chúng (S15). Điểm này trở thanh một 
bài toán nổi tiếng chì vừa mới được giải quyết gần dây, Ông hỏi 
liệu tắt cả các đa tạp côn của không gian Euclid ba chiều giáp với 
hình xuyến là các phần bu của nút thất, Ông nhìn vao phẫn bù của 
tập hợp của hình ba lá trái và phải, chí ra rắng chưa ai chứng mình 
hình ba lá trái và phải không giống nhau. Tương từ vơi phương 
pháp của Riemann nghiên cứu bẻ mặt như là các bê mắt bao trùm 
mặt cầu hai chiếu nhưng chè nhánh ra nhiều điểm hữu hạn, ông 
nghiện cửu da tấp bậc ba bao phủ khối câu bậc bà nhưng chế 
nhánh trên các mỗi nói, Ông đặt ra cầu hỏi liệu tất cả các đa tạp bạc 
ba có thể được tạo và như vậy hay không (818). 

3 Có lẽ tac giả muốn nói đến việc Gaston Dlarboux là Tổng Thư ký 
của bộ nìön toan học trong Viên Hạt lân Khoa học mà Poincaré là 
thành vien. 
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trong số tám mươi lãm trang của Jacques Hadamard là 
nhắc về các công trình toán học liên quan đến topo học 
của Poincaré.'”" Và chỉ có chưa đây mười trang trong số 
hơn năm trăm trang công trình của Poincaré là để cập tới 
topo học. 

Poincaré là một thanh viên của Phòng Kinh tuyến và 
đẫn đắt công cuộc tìm tòi của phòng để cúng cấp thời 
yian một cách đồng bộ hóa cho thể giới. Ông giám sát bản 
báo cáo năm 1897 vẻ việc áp dụng hệ thập phân trong 
biểu điễn thời gian, và là câu nỗi giữa Viện Hân lâm Khoa 
học và phái đoàn thực thi nhiệm vài đo đạc kính tuyến 
phức tạp ở Quito, Ecuador.Òng là một trong những 
người có tắm nhìn xa trông rộng đã quyết định sử dụng 
tháp Eiffcl để phat dị các tín hiệu về thơi gian đã được 
đồng bộ hóa, tiền thân của hệ thống GPS ngày nay, một 
cách sử dụng mang tình đột phá chiếc cột sắt khổng lỗ 
của Paris cho phép cài đặt giờ mang tính thông nhất và 
xác định kinh độ. 

Một phàn là kết quả của công việc này, phần khác là 
kết quả của mối: quan tâm của ông đến vật lí toán học và 
cơ học thiên thể, mà Poincaré đã tư duy một cách sâu sắc 
về bản chất của thời gian. Năm 1898, ông viết một bài báo 


3 J. Hadamard, “LUoeuvre mathéemahauc de Poincarẻ", Acl 
Malhemathica 38 (1921): 203-87. Đây là bàn đánh giá làt các công trình 
của Poincare, viết bởi nhà toán học người Pháp hàng đầu ngay sau 
thời Poincaté. Để xem thêm một bản tông kết rất hay về topo học 
nửa đầu thế ki 20, tham khảo C. McA. Gordon, "3-IDimensional 
Topology up to T960”, 449-89 in H/storu oƒ Topolosu, ed. ƒ. M. James 
(Amsterdam: Elsevier, 1999), 
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đặt câu hỏi liệu một giây của ngày hôm nay có bằng một 
giây của ngày mai hay khóng, và việc nói rằng hai sự kiện 
xảy ra cùng một lúc ở hai nơi khác nhau liệu có ý nghĩa gì 
hay không. Ông tham gia tích cực vào việc triển khai các 
hệ quả của các thí nghiệm, mà chúng đường như gợi ý 
rằng khoảng cách thu hẹp lại theo hướng chuyển 
động. Năm 1905, viên thư ky của một cơ quan cấp băng 
sáng chế không tên tuổi thời đó, Albert Einstein, gảy chắn 
động sân khấu khoa học bằng bỏn bài báo lớn, mà ngày 
nay tắt cả đều: đã trở thành kinh điển. Cho đến năm 1909, 
Einstein được công nhận la một nhà tư tường lớn, ở cùng 
đẳng cấp với Poincaré. Môi quan hệ giữa hai người đản 
ông này rất phức tạp: ho gặp nhau chị một lẫn, trong một 
hội nghị năm 1911 tại SỐ: Solvay, Bí, Doincare đánh giá 
cao FEinsteimn; Emstein nhìn nhận Poinearé như một trong 
những người gác đến lạc hàu vẫn còn bám vào những 
khái niêm vò ¡ch như là ẻ-te,!3 

Mộ số nưười công nhận Poincare lÀ người khám phá 
một cách độc lập thuyết tương đói hẹp, trích dẫn bài báo 
tuyệt vời của ông về động lực của eleetron.“ Mối quan 
hệ qua lại giữa các giả định triết học của thời đại, các 


ngành khoa học cơ bản (đặc biệt là vật lí, và như câu về 


% Xem thông in về mối quan hệ giữa hai người trong P, Galison, 
Emisfemrs ClocKs, Pomrcares Nlaps: Emipes ðƒ Tnne (New York: W. \N 
Nortơn, 2008). 

SH Poincaré, "La mesure du Temps”, Reoe đc iretaphụsiie et đe 
é=>ofrale 6 (1898): 371-84; "Sur là dynamique de Vélectron", Rendiionh 
đei CTñicolo Miah9nathico đĩ Palermo 21 (1906): 129-735 (thông báo trong 
Co0iptes rendits de PÁcademie desš seiences 140 (1905): 1504-08). 
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công nghé của thời dại (nước Pháp phải quản lí một hệ 
thống các thuộc địa ở hải ngoại, Thụy Sĩ phải phối kết 
hợp một thời gian biểu phức tạp của hệ thống đường sắt), 
là những, nền tảng cho các mặt tính cách của cả Poincaré 
lăn Einstein - tất cả được mô tả độc đáo trong một cuốn 
sách gần đây của nhà nghiên cứu lịch sử khoa học Peter 
Galison: 


Tiêu Einstein thục sự khám phá ra thuyết tường 
đỗi? Hay Poincaré đã tìm ra nó? Những câu hỏi cũ kĩ này 
đà trở nên tẻ nhạt và không có nhiều lợi ích... Ở đáy la 
có hat Au hướng cách tân vĩ đài của vật lí, hai khát vong 
mảnh liệt trong việc nắm bất toàn bộ thế giới ... Mót (của 
Poincaré† heo phương pháp kiến thiết, xây dựng một hệ 
thống phức tạp có thể nắm bát các mót tượng quan về 
mặt cầu trúc của thế giới, Một [của Einstein] thiết yếu 
hơn, ít để ý hơn đến sự phưc tạp để nắm bất, một cách 
(AehfẺm ngài, những nguyên tắc phản ánh các trật tự tự 
nhiềên đang, chỉ phối thể giới... Phòng Kinh tuyển mà 
Poincarte giám xát có vị thế của một trung tâm về thời 
gian vĩ đai của thế giới trong, việc xây dựng bản đỏ. Trong 
khi đó, Phòng cáp bằng sáng chế Thuy Sĩ, nơi Einstcin 
giữ vị trí người báo vệ cho bản quyên sáng tạo, là một 
trung tâm kiểm duyệt lớn của đất nược giúp các ngành 
công nghệ của đất nữøc củng tạo nên sự đồng bộ vẻ thời 


gian của ngành đường sắt và các thành phố.!”* 


Giống như topo học, thuyết tương đối đã tạo ra những sự 
đột phá vĩ đại trong hiểu biết khoa học thời đó. Nguyền 


ỨTP, Calison, Ejmsterrs Clocks, Pomenies A1aps, Dmpfres of Thuê (New 
York: W, W. Norton, 2003). 
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tắc chìa khóa theo đó các quy luật vật lí phải được nhận 
thấy là giống nhau dối với những người quan sát đang di 
chuyền với vận tốc không đổi so với nhau đem lại những 
hệ quả không lô, vài trong số đó là việc phát hiện ra vật 
chất và năng lượng là hai biêu hiện của cùng một hiện 
tượng, là thời gian cùng không, gian co quan hệ qua lại và 
dãn nở ở vận tóc cao. Poincaré có lẽ là n1PưỜi đâu tên đặt 
không gian và thời gian cung với nhau như là một đói 
tượng toán học mà sau nay được gọi là khỏng-thơi 
gian. Hermann Minkowski, của Gõttingen, đã chỉ ra răng 
các công trinh của Lorent2, Poincaré, và Einstein được 
hiểu một cách rõ nhất dựa theo ngón ngữ của một dạng 
hình học Phi-Euclid mới thiết lập trén khõng-thời 
gian. Einstein lúc đầu hoài nghí. Tuy nhiên, đến năm 
1912, ông bất đầu tiếp thú nhiều hơn khi tìm cách khái 
quát hỏa thuyết tương đối, cụ thể là trường hợp mà người 
quan sát chuyển động với bắt kì cách thưc nào, đặc biệt là 
khi anh ta đang tăng tốc so với người khác. Cuối cùng, 
ông khám phá ra rằng, có một cách thiết lập các quy luật 
tổng quát của vật lí, đó là đựa vào hình học Riemann trên 
không-thời gian. 


NƯỚC ĐỨC VÀ GÖTTINGEN 


Sau đợt suy sụp năm 1882, phần nào là kết quả của việc 
lao động quá sức khi cạnh tranh với Poincaré, Felix Klein 
bắt tay vào xây dựng Leipzig thành một trung lâm 
nghiên cứu lớn, ngay cả trong lúc đang bị căn bệnh trẫm 
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cảm tác động. Danh tiếng của ông tiếp tục lên cao trên 
toàn thế giới. Sự kiện Đại học Johns Hopkins, học viện 
nghiên cứu sau đại học đầu tiền ở Mĩ mời ông giữ chiếc 
chê điều hành về toán học vừa mới bỏ trống, đã vực lại 
tình thần của ông. Ông gần như chắc chắn sẽ đến đó nếu 
ông hiệu trưởng trường này đáp ứng mức lương 6.000 đô 
cho ông như vị giáo sư tiền nhiệm được trả. Thay vào đó, 
ông hiệu trưởng khăng khăng chí trả 5.000 đó, và Klein đã 
từ chối. Mặc dù là vô ích nhưng sẽ khá thú vị khi ta thử 
hình dung ngành toán học ở Mi sẽ phát triển như thế nào 
nếu như Klein chuyển đến Johns Hopkins. Hiễm khi nền 
giáo đục của cả một thế hệ lại bị mắt cơ hội chỉ vì 1.000 đô 
như vậy. 

Trong thời gian trả lời John Hopkins, Kleinn nhận 
được lời mời hắp dẫn cho một vị trí tại Göttingen năm 
1886, thời điểm mà số sinh viên đăng kí tuyển sinh vào 
ngành toán của cả nước Đức bắt đầu giảm dần. Ông là 
thầy giáo tài năng, đây nhiệt huyết, và đòi hỏi cao và có 
một sức hấp dẫn gần như Faust.!” Các buổi thảo luận cao 
cấp của òng có một sự tuyển lựa ngặt nghèo các sinh viên 
tham gia. Ông không vui vẻ nhận những sinh viên tối dạ, 
và chỉ những ai có khả năng nhất và những ai luôn sẵn 
sàng làm việc chăm chỉ mới được nhận vào. Bài giảng của 
ông luôn được chuẩn bị kĩ lưỡng, còn bản thân ông là một 
thiên tài trong việc dẫn đắt câu chuyện. Ông kiểm tra một 


1” Faust: tên của nhân vật chính trong một câu chuyện huyền thoại 
của Đức. Iính từ “Faust” thường được dùng để miêu tả khát vọng 
hiểu biết. 
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điều øm đó bằng cách kể một ví dụ, triển khai vừa đủ chỉ 
tiết để điển tả dòng lập luận chính. Sau đó, ông sử dụng 
ví dụ đó như một cách để khảo sát toàn bộ nội dung. Ông 
yêu thích các chủ đẻ rộng và nhấn mạnh các khái niệm 
khác nhau liên quan đến nhau một cách tình tế như thể 
nào. Các kí năng tính toán chỉ làm öng chan nản. 5inh 
viên của ông cũng chép lại cần thận từng bài giảng, thêm 
vào các chỉ tiết (một số chỉ tiết cực kì khó chịu và thường 
chứa các bài toán lớn khóng dễ giải quyết chút nào), 

Tâm nhìn học thuật rộng rãi của Klcin khác hẳn với 
sự tập trung vào các nghiên cứu cực kì hẹp của vài đồng, 
nghiệp đã thu hút nhiều sinh viên nước ngoài, đặc biệt là 
từ MI. Ông đóng vai trò quyết định trong việc thành lập 
cộng đồng toán học Mi bằng cách đào tạo các nhà toán 
học, những người đặt nền móng cho các viện nghiên cứu 
chủ đạo trong những năm sau này.” Ông cũng rất 
khuyến khích phụ nữ nghiên cứu toán học và hướng dẫn 
một vai nghiền cứu sinh nữ. 

Bên cạnh việc là một thây giáo (và nhà nghiên cứu) 
tài nãng, ảnh hưởng.lớn nhất của Kiein có lẽ là trong vai 
trò một nhà quản lí. Ông rất tình tường trong việc nhận 


# Hai sinh viên Mĩ của Klenn là Cole và Eine khi còn hoc ở Đại học 
Leipzig lần lượt trở thành Trưởng khoa tại Đại học Michigan và 
Pmnceton. Từ Göttiagen, Haskell đến thăng Đại học Michigan, và 
sau đỏ là Berkeley. Osgood và Bocher là sức mạnh của khoa Toán 
Đại học Harvard. Hai trong số các sinh viên người Đức của Klein là 
Oskar Bolza và Heinrich Maschke từ Leipzig, đi cư sang Mi và trở 
thành chŠ dựa chính của khoa Toán Đại học Chicago. Van Vieck, 
cũng la sinh viên của Klein tại Gôttingen, là nhân vật hàng đầu 
trong việc thành lập khoa Toán Đại học Wisconsin. 
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biết tài năng toán học và không ngần ngại cất nhắc nhiều 
người tãi năng hơn mình. Vị trí giảng đạy và biên tập của 
tạp chí có ảnh hưởng M1athemalsche Annalen đã dem lại 
cho ông mối quan hệ với các nhà toán học trẻ và tài năng 
nhất thời đó. Ông hào phóng về mặt trí tuệ, giữ liên lạc, 
quan tâm đến các công trình của những người trẻ tuổi, và 
giúp họ nắm øư các vị trí. Cùng với sự thiết lập một hệ 
thống hoại động như một trang trại, sự sẵn sàng chấp 
nhận mi ro, khả năng vàn động và tình bạn của ông với 
Althoff, Bộ trường, Bộ Giáo dục bậc cao của Phô, đã cho 
phép óng tuyển chọn được rắt nhiều người tài. 

Tại Gottingen, biệt tài của Klein trong việc tạo ra cộng 
đồng học thuật đã tạo đựng một Camelot toán học.” 
Bước ngoại là việc tuyển David Hiilbert, cựu học sinh tài 
năng của óng ở Leipzig. Klein vàn giữ liên lạc với Hilbert 
san khi chuyền đến Gottingen, và khuyến khích: Hilbert 
đến thăm Paris, nơi Hilhert đã gặp nhiều nhà toán học 
người Pháp, trong đá có Poincaré. Khi trở vẻ Đức, Hilbert 
bất đầu quan tâm đến một trong những bài toán quan 
trọng nhất thời dó, Bài toan Gordan, bài toán đúc kết 
những kinh nghiệm mà nhờ đó chúng ta nhận ra các đối 
tượng như người, cảy côi, và nơi chốn ngay cả sau những 
thay đổi do thời gian và góc nhìn. Theo ngôn ngữ toán 
học, ta nghĩ đến một nhóm các phép biến đối tác động 
lên một tập hợp các đối tượng toạn học, thường được mô 
tả bởi các phương trình, sau đó đặt câu hỏi liệu có một số 


3 Camelot: lâu đài của vua Arthur (xước Anh). Ngày nay, từ này 
được dùng để chỉ một nơi tụ họp của những người yêu chủ nghĩa 
lãng mạn và lạc quan (ND). 
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đổi tượng hoặc các đại lượng, thường được mô tả bởi các 
biểu thức dại số, là bắt biến đưới tác động của một nhóm 
các phép biến đối. Bởi vì có quá nhiều tập hợp các 
phương trình mà ta có thể gặt hái thành công nếu tập 
trung vào chúng, và quá nhiều nhóm các phép biến đối 
gian trọng về mặt hình học và để tiếp cận nhờ tính toán, 
nẻn việc tính toán các bất biến cho các tập hợp phương 
trình cho trước và một nhóm cụ thể là một lĩnh vực ứ 
quan trong, cúng cấp hàng trăm bài toán nh tế nhưng 
tương đối để tiếp cận cho các nhà toán học và sinh viên 
của ho. 

Nghiên cứu vẻ cac bắt biến rất phổ biến tại Anh 
coông như Đức thơi đó, con những sinh viên nước MI 
đâu tiên tốt nghiệp tại trường Johns Hopkins, đưới ảnh 
hưường của người Anh di cư J. J. Sylvester, đã tính toán 
được hất biến chọ một số lượng lớn đối tượng toán 
học. Người được thừa nhận là vua của toàn bộ lĩnh vực 
này là Paul Gorđdan, một người bạn của Klein và là giáo 
sư tại Đai học Erlangen. Ông thu được kết quả tổng 
quát tốt nhất vẻ các bát biến. Thành quả của những nỗ 
lực này là việc tìm ra câu trúc tổng quát của các bất biến 
như vậy cho một tập hợp khá lớn các phương trình và 
một số nhóm.!® Bai toán Gordan đặt cầu hỏi, đối với một 


#ẻ Miỗi khi bạn có một biểu thuc bắt biến dưới các phép biến đối thì 
bắt kì phép nhân nào của biếu thức này cũng bắt biến. Vì vậy, luôn 
có vô số các bát biến cho mới tắp hợp phương trình nhất định và một 
nhóm các phép biến đối nhất định. Hen thể nữa, tổng và tích của hai 
bất biến cũng là bất biến lo đó, tập hợp các bất biện khe kín khi 
được nhân với số thực và bạn có thế cộng hoặc nhân các phần tử của 
mó. Đây là một cầu trúc ma các nhà toán học gọi là đại sô (algebra) 
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tập hợp bất kì các phương trình và một nhóm bát kì 
nào, liệu có thể tìm ra được một tập hợp hưu hạn các 
biểu thức của một số bất biến mà dựa vào đó có thể Suy 
ra tất cả các bất biến khác. Bằng các tính toán có sức 
mạnh tuyệt vời, Gorđan chỉ ra rằng điều này thực sự 
đúng cho tất cả các phương trình hai biên và một lớp 
rộng lớn các nhóm. Đây được coi là một thánh tựu 
tuyet vời, 

Nèu câu trả lời cho Bài taan Gardan là đúng, thì tất cả 
mọi người đều mặc nhiên thừa nhận rằng đáp án này 
liên quan đến việc triển khai một cách tường minh các 
bắt biến cho các tập hợp biểu điền của các phương trình 
và các nhóm, chỉ ra một cách nhất quán rằng danh 
sách các bắt biến đã được hoàn tất cho từng trường hợp, 
và tìm cách chỉ ra rằng kết quả này áp dụng cho tập hợp 
biều diễn sẽ đẫn dến kết quả cho mọi nhóm và mọi tập 
hợp phương trình. 

Đây là một nhiệm vụ khổng lồ, và công Việc có thể 
kéo dài hàng thế hệ. Trong một bài báo bốn trang được 
xuất bản sau mỏt năm vật lộn với bài toán này, Hilbert 
đã giải quyết nó một cách hoàn toàn bằng cách chỉ ra 
răng, giả thuyết không tôn tại một cơ sở hữu hạn nào 
như vậy sẽ dẫn đến mâu thuẫn. Do đó, để cho hợp lí thì 
một cơ sở hữu hạn như vậy nhất thiết phải tồn tại. Phản 
ứng đảu tiến là sự giật mình hoài nghỉ. "LnheimHich" 
(Thạt lạ lùng), Lindemann, một trong những đồng 
nghiệp lớn tuổi hơn của Hilbert đã khẽ thốt lên. "Das rs† 
nHich† MatheuiaHk. Das Ist Theologiz” (Đây không phải là 
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toán học mà là thân học) Gordan phát biểu. '“! Kleimm thì 
như bị mê hoặc. 


Bất chấp tính xac đáng đanh thép không thể phủ 
nhận trong lập luận của mình, HiIbert là một nhà toan 
học giỏi đến mức không cần quan tâm đến việc triển khai 
cac tấp hợp bất biến đó như thể nào, và ông đã đạt được 
tiễn bộ đáng kể, một lần nữa sử dụng những phương, 
pháp đường như hoàn toan xa lạ đối với những nhà 
nghiên cúu trong lĩnh vực này."* Ông viết lại tẤt cả mọi 
thứ, và theo lời mời của Klein, gửi chúng đến tạp chí 
Mlathenmialische Antalen. Gordan, chuyên gia được chỉ định 
để thẩm định bài báo, than phiền rằng chuẩn mực chân lí 
của Hilbeit không nằm ở việc ông đã chỉ ra một cái gì đó 
vượt lên trên mi ngờ vực khả đi, mà đúng hơn dược thể 
hiện ở chỗ chẳng ai có thể chứng minh được rằng ông 
mầu thuẫn. Khi đọc bản nhận xét này của Gordan, 
Hilbert viết cho Klein thông báo rằng ông không chuẩn bị 
để thay đối bát cứ điều gì, và đây là lời cuỗi cùng của ông 
về chủ đề này trừ phí ai đó có thể chỉ ra được ràng lập 
luận của óng là sai lầm. Sự quyết tâm và quyết đoán của 
tuổi trẻ hẳn đã gợi nhắc Klein về xung đột của óng với 
Poincaré. Hilbert đã đúng, nhưng lúc này đã hị dồn về 


1 Câu chuyện này phố biến trong giới toán học. Xem thêm thông 
tin vẻ Hilbert và phát kiến của óng trong Constance Reid, Hilbert 
(New York- Srmrnger-Verlau, 1970). 

X` Hilbeyt nghiên cưu tập hợp quan hệ của các bắt biến, là một cấu 
trúc đại só khác với bản thân bất biến (chúng có cầu trúc của một 
mồ-đun đa thức thay vì cấu trúc của môỗit đại số). Sau đó ông 
nghiêu cứu quan hệ tronp quan hệ, và tập hợp quan hệ trong tập 
hợp quan hệ tròng tập hợp quan hệ v.v. Ông chỉ ra răng quá trình 
này có điểm dừng, và kết quả này được gói là định lị 1iuhert Suz gu. 
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phía chân tường, và ông đồng thời cũng kéo theo Klein 
vào một tình thế không có nhiều lựa chọn. Klern cứng về 
phía Hilbert, nhận thấy răng tư tưởng của òöng "hoàn toàn 
đơn giản, và do đó hấp dẫn về mặt logic.” Ong cũng 
quyết định đưa Hilbert về với Gõttingcn. 

Năm 1895, cuối cùng Klein đã thành công trong việc 
tuyển dụng IHilbert, và Göttingen trở thành trung tâm 
toán học mạnh nhắt nước Đức. Sinh viên nhanh chóng 
phát hiện ra Hilbert. Ông quan tầm nhiều về chỉ tiết và 
thỉnh thoảng cũng gập vướng mắc, nhưng việc quan sát 
ông vượt qua những vướng mắc theo cách của riêng 
tình cũng dem lại rất nhiều bài học bổ ích. Bài giảng của 
Ống tao nhà, nhựng không được trau chuốt kĩ như của 
Klein. Klein chú tấm vào phạm ví rộng, Hilbert thì ngược 
lại chị tập trung, vào các khía cạnh hẹp. Ông là một người 
theo chủ nghĩa tôi thiểu và luận tìm con đường ngắn 
nhật hướng thẳng vào chủ đẻ, Ai cũng có thể học hỏi từ 
những bài giang của Hibert. 

Với việc tuyên dụng Hitbert, Gottingen có được một 
nhà toán học và một nhân vách đủ tàm để vượt qua Klei. 
Trong khi Klein thích các tuyên bỏ có tính long trọng và 
vuì vẻ tham ga vào các vụ vận động chính trị và bình 
luận những hệ quả san đó, Hibert Không in tưởng vào 
các tuyên bó có tính khái quát và cực kì thăng thắn. Klein 
là mót nhà tổ chức tẫm cỡ, còn Hilbert là một bậc kì tài và 
không bao giờ tra sạ/ ba bài trong toán học. Cả hai đã 
cùng kết hợp thật tuyệt vời. 

Các nhà toán học ùn ùn kéo đến Göttingen, các sự bổ 


nhiệm án tượng nối tiếp nhau. Đại học Berlin, trên darth 
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nghĩa là đại học uy tín nhất nước Đức, đã cô găng kéo 
Hilbert vẻ với họ. Nhưng ông đã ở lại. 

Mối quan tâm trong nghiên cứu của Hilbert thay đổi 
theo từng năm. Nhìn chung, ông chuyền hoàn toàn sang 
một lĩnh vực mới cứ sau khoảng một thập kỉ, và tạo nên 
các bước tiên mang tính cơ bản trong từng lĩnh vực mà 
ông làm việc. Ông bắt đầu với lí thuyết bắt biến, chuyển 
qua lí thuyết số đại số, và gắn thời điểm chuyển giao của 
thể kỉ trước, ông rất quan tâm đến các nên tảng của hình 
học. Hilbert viết lại toàn bộ cuốn sách Cơ sở của Euclid, 
đặt tật cả sự cải tiên lên trên một nên móng cực kì chặt 


- ^ ..Ẩ £ .eA .. .“ 3 ˆ F & 
chẽ. Ong tiên đến việc phát triển các tiên đẻ một cách rõ 





/#finh 42. Chân dung David Hilbert. 
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rằng, trong sáng để chúng tuyết đối không còn bắt cứ sự 
mơ hỗ nào. Ông lập luận rằng các tiên để phải cực kì 
hoàn hảo đến mức mà nêu tà thay thế ở mọi trang sách 
các thuật ngữ của Euclid như "điểm", "đường ", và "mặt 
phẳng" bằng "chai bía”, "chân bàn” và "ghé" thì toàn bộ lí 
thuyết vẫn được thông, qua. Ta không thể dựa vào trực 
giác để lấp các khoảng trông. 

Sách ngắn của Hilburt vẻ các nên tảng hình học đã 
trở thành một cuốn sách bán rất chạy.” Nó đem lại sự 
tươi ruới cho một chủ c†ê rất củ, và ng tiền rất xa, xa hơn 
cả Euclid. Ông không chỉ đưa ra cắc tiến để mới để nắm 
bát những khái niệm như đứng wưữa hay thứ Hự, những 
khái niệm mà tính chất của chúng được FEuclid mặc nhiên 
viện đân, mà còn đa đạng hóa các tiên đề để thu được các 
dạng hình học khác nhau. 

Poincaré rất vui mừng, cần thận viết một bài phê 
bình cho thấy rằng ông rõ ràng đã đọc nội dung, của cuốn 
sách một cách kĩ lưỡng và suy qphí rất chín chắn về 
những ẩn ý bên trong. Ông lo lắng một chút vẻ đam mẽ 
logic của HHibert có thể sẽ có hại tới hình học: -Dường 
như duy chỉ quan điểm logic là làm anh ấy quan tàm." 
Ông kết luận: "Công trình của anh vì vậy sẽ chưa hoàn 
thiện, nhung đây không phải là lời một chỉ trích rà tôi 
dùng để chóng lại anh ấy, Công trình chưa hoàn thiện 
chắc chàn sẽ có vai trô của nó. Đủ để nói rằng anh ấy đã 


đưa triết lọc của toán học tiến một bước đài, sánh Inyang 


SẺ, HHUcrtt, he Grundlaeehu der Geomelrre (Leipzig: Teubner, 1899) 
Bản địch tiếng Anh của E. J. Townsend (n.p.: 1902). Các ấn bản sau 
chúa vẫn liên tục được xuất bản kể từ năm 1902. 
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với những người như Lobachevsky, IXiemaann, Helmholtz, 
và Liu."* Poincaré tuyệt nhiền không phóng đại trong lời 
ca ngợi của mình. Đó là sự thật hiện nhiên. 

Hilbert có khả năng chứng minh rằng hình học 
Euclid là nhất quán với điều kiện là số học phải nhất 
quán. Hibert, cũng như Klem, quan tâm đến hầu hết các 
lĩnh vực toán học. Ông chuyển sang logic toán học, đem 
lại những đóng góp cơ bản mà sau này là khởi đầu của 
một số thành tựu vĩ đại nhất của thế kì 20, nhưng điều đó 
nằm ngoài phạm vi cuốn sách này. Năm 1900, ông đọc 
wiột bài điển văn tại Hội nghị Quốc tế ở Paris liệt kẻ 23 bài 
toàn mà ông nghĩ là chúng sẽ đcm lại một lịch trình làm 
việc cho các nhà toán học trong thể kí sau. Danh sách này 
có ảnh hưởng cực kì lớn. Trong những năm tiếp theo, 
Hilhert càng quan tâm đến vật lí toán học hơn, và 
Gottingen trở thành địa điểm rất quan trọng trong quá 
trình phát triển các lí thuyết mới vẻ tính tương đối và cơ 
học lượng tử. Đến năm 1910, Göttingen tập trung hàng 
trăm sinh viên toán trên toàn thế giới, và rất nhiều giảng 
viên trợ lí (privatdozents) và giảng viên chính thức có tẻn 


tuôi của vật lí toán học. Phụ nữ, người Ðo Thái, mọi 


9H Pomcaie, phẻ bình cuốn sách ”Foundations of Geoynyetrv", của 
Hilbert, Riufetin ðt thư Aimerican Xinthematlical Sacrel¿ TỦ (1903): 1-23 
In lại trong Ƒ) Saari, củ, The WVd HH Was: MX1atieHinHcs ham the Eailụ 
Yems öÍ he Du êhh tProvidenece Amencan Mathemanecal Soc(ety, 
2003, 273-0a;j 

®* Danh sach ð là ứi (whefs whö list): Danh sách tuyến chọn những 
người có ảnh hương trọng một ngành theo một tiêu chí nhất định 


của Mi (ND). 


http://tieulun.hopto.org 


Những nhà bác học không lô Q7 


quốc tích, tất cả đều được chào đón.!* HHbert thậm chí 
còn mời Poincaré đẻn giảng năm bài tại GöHingen, trong 


đó có bón bài giảng bằng tiếng Đức. 


POINCARÉ QUA ĐỜI 


Poincaré ngà bệnh nặng tại Đại hội Toán học Quỏc tễ ở 
Rome tháng 4 năm 1908. Phân lớn thời gian ông ở trên 
giường do bệnh tuyến Hén hệt thêm nặng, không thế 
điễn thuyết được mà phải nhờ Darboux đọc thay. Ông 
yêu càu được phảu thuật và vợ ông, Louise, đi tới Rome 
để đưa óng vẻ Paris. Mặc dù tủnh trạng của ông có tiến 
triển phản nào và có ông thể trở lại làm việc, nhưng ông 
vân chưa thực sự bình phục. 

Ông dường như đã đoán trước được cái chết của mình. 
Tháng 12 nằm 1911, ông gửi một bức thư đến người phụ 
trách biên tập của tạp chí đã xuất bản bài báo bổ sung thứ 
năm của ông và bài báo về chuyển động của một electron. 


“Bạn thân mến của tôi, tôi đã nói vớt bạn lẫn cuối khi gặp 
bạn về một bài báo mà tôi dang tạp trung vào đã hai nãm 
nay Tôi không có chút tiến bộ nào cả vẻ chủ đẻ này và 
quyết đứnh để nó tạm lắng một thơi gian chờ cơ hột chín 
muởi, Sẽ tốt nếu như tôi có thể chắc chắn về khả năng 
quay lại vấn để này một ngày nào đó Nhưng ở tuổi của 
tôi, điều nãy là không thể.” 


”“ Dâu năm 1913, Gottingen có trên 800 sinh viên toán, hơn một 


trăm ứ cập cao. Xem thêm chì Hết trong cuỗn sách của C. Reid‡ và 
bài báo của làowe 
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Biên lập viên thúc giục ông xuất bản, thuyết phục rằng 


Poincaré có thể mở đầu bảng một lời giải thích. Bài báo 
được 1 vào năm 1912, va mở đầu bằng một lời xin lỗi của 
Poincarẻ. "Töi chưa bao giờ công bố một công trinh nào có 
tình trạng chưa hoàn tắt như lần này." Ông tiếp hịc với 
việc nói rằng một sö vẫn để trong động học liên quan đến 
sự tỒn tại của các nhiệm tuản hoàn của bài toán ba vật 
thể phụ thuộc vao một kết quả hình học đơn giản mà ông 
càng ngày càng tin chắc là đúng, nhưng chưa thể chứng 
tình được. Ông tiết lộ rằng ông không còn nhiều thời 
tian và hí vong các nhà toán học khác có thể thành công 


hơn. Đoạn này, tình cờ, lại xác nhận sự cân thận của 


t” Bức thư của Poincarẻ gửi đền Giovanni Battista Guceia (9 tháng 


L2, I9L), Archives CIrcolo Matemabco đe Palermo [Mon cher amni, 
Je vous ai parlé, lors đe votre đermierc vực, đun travail qui me 
retient dcpuls đeux a0. J€ ne suis pas pÌus avancé et je nìe decide à 
Vabandoner provisoirement pour tới đonner le tempš đe ntùnr. 
Cela seralt bien s ) etAis su để Ðoöuvolr le rebrendre; à món âk€ Jc 
0C pUIS em rếpondre... Dites nìoi, Je VOU5 PTL€, ce ÚC VOUS Densez 
de cette question ef ce que voux me eonseillez.] 

Bức thu của Guccia gửi dến Poinecaré (12 tháng, 12, 1911). CollecHon 
particulère Part, chụp hình lại trong trung tầm lưu trữ Poincare 
trên mạng của Nancv. |Mlon cher ami, je vous confirnc mìa 
đépêche: “Conseil pưbliez.“ Q)0oique tmrachevé, votre traval]l oVvyra 
certanemtent đes voles nonvelles aux autres chercheurs, et la 
tSIpmece en profitcra, An surplus, sĩ vous Í# cEOVCZ nếcessalre, VOUS 
POUTTICZ àjðuter Au côm\mencement (söns foamne de lettre on đdans 
une 1OF€), qUUC CCSE suy Ïes instanecešs prleés de la HDJirechons des 
Rehdtconli quc Vous vous étes đeclde à publier ces recnerches 
iachevées.). Bài báo “Sur vía thẻoFrème để gếéometrie" n trong 
fondicont! te Cricolo nafetnaRico chị Palerino 33 (1912) 375-407 và m lại 
trong toàn tập Ceeres, 6:499-53 8 


http://tieulun.hopto.org 


Những nhà bác học khổng lỗ ›Q2© 


Poincare đối với các công bố của mình. Ông có thế không 
đành nhiều thời gian đẻ rà soát lại, nhưng ông tỏ ra thận 
trọng về kết quả của mình. Đây la bài báo hình học cuối 
cùng của Poincaré, và cũng là sự mở đầu của một ngành 
mới, ngành topo đối ngẫu, nghiên cứu các đa tạp bằng 
một cấu trúc bố sung cho phép ta định nghĩa các điện tích 
của các bè mặt trên đa tạp (mà khóng cần đến chiều đài 
của đường cong). ”” 

Ca phẫu thuật thứ hai vào tháng 7 năm 1912 đường 
như thành còng mĩ mắn. Nhưng một cơn tắc mạch đã 
khiến ông không qua khỏi khi đang mặc quần áo ở Paris, 
ngày I7 tháng 7 nãm 1912. Cái chết bất ngờ khí đang ở 
định cao sự nghiệp của ông đã gây sốc cho cả thế giới. 
Những người tưởng nhớ đồ về Paris. “Henri Poincaré 
thực sự là bộ não sống của các mên khoa học lí tính", một 
bài điều văn trên báo Le Teczps khóc thương.'*? Đám tang 
của ông ở Paris có mặt những nguyên thủ quốc gia và đại 
diện của tất cả các trường đại học lớn. Nhà toán học xuất 
chúng nhất nước Pháp khi đó, Jacques Hadamard, chỉ trẻ 
hơn Poincaré năm tuổi, soạn thảo một bản tông kết các 


công trình của Potncare. GõtHnpgen cũng chuảän bị một 


8 Hình học đổi ngẫu là một loại hình học khác được xây dưng 
không phải bằng khoảng cách và góc (tức là metric) mà bằng điền 
tịch. Còn tọpo đổi ngấu là ngành học nghiên cứu các đa tạp mang 
cac cầu trúc đối ngẫu Những ngành này đã trớ nền cực kì quan 
trọng trong, hai thấp KỈ rưỡi vừa qua. 

h3 P, Paimlevé viết trong Le Temps: "Henu Doincaré etait vraiment le 
cerveau vivant đes sclences rationelles” Câu này được trích dẫn 
ròng rãi. 
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bản đánh giá lại các công trình của ông. Gaston Darboux 
điễn thuyết một bài ca tụng dài ghí lai những đóng góp 
của Poinvaré trong nhiều lĩnh vực. 

Poincaté đã hoàn toàn đắm mình trong đòng thời 
gian của ông, và những công trình phục vụ khoa học và 
phục vụ nước Pháp tiêu biểu cho những gì đẹp nhát của 
thời đại. Sự ra đi sớm của ông dường như có nhiều ý 
nghĩa sâu sắc hơn những øì mà những người ca tụng ông 
vẫn còn năm lờ mờ. Điều đã trở nên rõ ràng hơn một 
trăm năm sau đó là việc Poincaré đã gieo tròng những hạt 
giống cho những ngành toán học hoàn toàn mới. Và 
không chỉ có toán học. Bài điền văn năm {904 về tương lai 
của vật lí toán học có tính tiên Hi lạ CHẾ L !* Không 
giống như Riemarn, óng qua đời lúc đang nổi tiếng với 
sự ngưỡng mộ của nhiều người. Nhưng ông giống 
Riemann ở điểm òng không có sinh viên, không lập nên 
trường phái. Phần lớn các công trình toán học của 
Poincaré không được hiểu rõ tại thời điểm đỏ. Poincaré 
đã nn đời, nhưng ý tưởng và phỏng đoán cua ông vân 
còn sống mãi. Mặc đù, các sự kiện trên sân khẩu lớn hơn 
đã can thiệp làm chặn đúng sự tiếp nối tức thời các công 
trình của ông bởi các đồng nghiệp khác, nhưng những ÿ 
tưởng, và các bài toán mà DPoincaré vạch ra đã được nhận 
thức một cách đầy đủ hơn vài thập kỉ san đó. Néu Hilbert 
lập nên lịch trình, thì Poincaré đã tạo nên hình dạng của 
toán học thế kỉ 2U. 


1H. Poincare, "The present and tuture of mathemaatcal physics”, 
BulleHn of tÌựể ÄAmuvriuan XIathemaHeal Socfelu, 12 (1906): 230-260; in lai 
trong SỐ 37, no. 1 (1999):2 
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Những năm đầu của thẻ kỉ 20 dường như là điểm mở đầu 
một kỉ nguyên mới, ở đo sự quốc tế hóa và chia sẻ các giá 
trị nhằm đảm bảo một sự thịnh vượng ngày càng tăng, và 
một trật tự thể giới trong đó châu Âu có vị thế đứng đần 
vững chắc. Các hội chợ thẻ giới, được tố chức hơn một 
trăm lần trong ba thập kỉ bất đầu từ năm 1880, để chào 
mừng tien bộ trong học tập, văn hóa, và cáng nghệ.” 
Toán học, cũng nhĩ khoa học nói chung, được chuyên 
nghiệp hóa một cách triệt để và phản ánh sự phát triển 
của thời đại, Các trung tâm lớn vẫn là các trường đại học 
Đức và Paris, nhưng sự thành lập của những hội toán ở 
các quốc gia khác (Moscow vào năm 1864, London năm 
1865, Pháp năm 1872, Tokyo năm 1877, Palermo nằm 
1884, New York năm 1883, Bcrlin 1890) phản ánh sự hiện 
điện của các ngành toán học được phát triển nghiêm túc 
ở những nơi khác. Poincaré và những công trình của ông, 


!31 Có tắt cá 37 hội chợ trong thập ki 1880, 35 trong 1890, 31 từ năm 
1900 đến 1910 (en.wikipedia.orgfwikfWorlds Faír) Một trong 
những, gian hàng trưng bày lớn nhất là của Krupps ở hội chợ thể 
mới Chicago 
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là mình chứng cho hướng ổi mà theo đó xu hướng mạnh 
mẽ của sự quốc tế hóa cùng tồn tại vững chắc với lòng 
véu nước kiên cường. Ông là người Pháp, nhưng tầm 
nhìn của ông lại mang tính quốc tế. Các bài toán mà ông 
Lập trung giải quyết có cảm hứng từ - và đồng thời cũng 
đóng góp cho - một cộng toán học mà bản thân nó cũng 
mang tính quốc tế rất cao. 

Palerme, năm ở phía tây của bờ bắc Sicily, là một ví 
dụ điển hình cua thời đại mới này. Ở đó có một tằng lớp 
trung lưu giàu có và một nền tảng văn hóa đang phát 
triển.' Nhiều ngôi đèn Hi Lạp ở Sicily (nhiều hơn cả ở Hi 
Lạp) gợi nhắc đến cội nguồn vàn hỏa và trí tuế pản như 
không thể bị phá võ và đến một quả khứ thiêng liếng. 
Hội toán hoc ở Palermo, kẽ từ khi thành lập năm 1884, đã 
phát triển thành một cộng đồng toán học lón nhất thể 
giới. Tạp chí của hội, RemiiconH dẹ[ Circola mlecmmnhco đi 
Palersno, la tạp chí quốc tế được lưu hành rộng rãi nhất. 


93 Tuy nhún, đáng buôn thay, sự bùng nỗ kính tế ở 2alermo không 


dựa vào nội lực mà chủ vêu nhớ quả bong, bong lam phát tạm thời 
được tạo ra bời xuất khẩu hang hóa rẻ nên của Sicily nhờ yêu tỏ nhản 
công rẻ. Mọi thứ x ướt tâm kiểm soát, và xã hội dân sự thực sự bị phá 
vở, Chính quyền đân sự và chính phú mặc đù trên danh nghĩa đang 
năm quyền, đã phải kếu gọi Maha đập tất các cuộc nỗi đây của ngươi 
lao động. Joseph Petrosma. một cảnh sát cao cấp New York đã từng 
đến Sialy để truy bm nguồn góc của hoạt động bao kẽ vả tổng tiền 
tại Mi, bì công khai băn chết tầa năm 1909 dưới bức tương Garboaldi 
ở quảng Irương Iaz2a Marina, trưng tâm Palernia 

9Á. Bngaglia: “The Circola Mfatematico dđí Palerrao", 179-200 trong 
KH. Parshall, Á CC fRtce, eds ÄfaHemuihies LInbeund The ELeoluHton 0ƒ 
an - [Hlerniahonal Alatlshnateal  Ñcšcmcch - Coimmrunrh/,  TRÒO-1935 
(rovidence: American Mathematical Soeiety and [andan: Landan 
MathemiaHcal Societv, 2002). Xem trang 192. 
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Các bài báo bô sung đầu tiên và thứ năm, va đặc biệt là 
giả thuyết Poincaré, được ïn trong đó. Có vẻ khá hợp lí 
khi nói rằng không øian khối mười hai mặt của Poincarẻ 
theo cách gọi của chúng ta hôm nay được xuất hiện lân 
đầu trươc còng chúng gần nơi hình khối mười lai mặt 
được phát hiện hàng, ngàn năm trước: Palermo chỉ cách 
Croton hai trảm đấm, tơi Pythagoras và nhóm của ông 
sim1h sống, 

Ứ'oincaré cũng là hình tượng đặc trưng cho các mối 
mâu thuần của thời đại đó, Là một người theo chủ nghĩa 
quốc tế, và tin tưởng một cách say mê vào các giá trị 
mang tính phố quát, duy lí của trào lưu Khai sáng, ông 
đồng thời cũng tin chắc rằng Pháp và nền đệ tam cộng 
hòa của nước này nắm giữ một chìa khóa của các giá trị 
này. Được xem là biều tượng của nước Pháp, ông không 
bao giờ vượt qua được cảm giác xấu hổ nảy sình sau 
thảm họa quốc gia nàm 1870."” Cuối cùng, sự phản 
động của chủ nghĩa quốc gia đã đản áp làn gió mới của 
chủ nghĩa quốc tế thời đó. Chưa dây hai năm sau cái 
chết của Poincare, Gavrilo mncip, một thành viên của 


hội điệp viên Serbia, bản chét Thái tử Franz Ferdinand 


3 Trong một bài diễn văn cho một nhóm sinh viên, Poincaré đã 
cảnh báo: "Các bạn có nghĩ rằng Wilhelm II sẽ có ước vọng giống 
như bạn không? Các bạn có tín tương anh ta sử đụng quyền lực của 
mình để bảo vệ lí tưởng của ban không? Hoặc các bạn có đặt tiền) 
tin vào moi người, và hì vong răng lí tưởng họ sẽ gặp nhau? Đó là 
những gì ta hi vọng vào năm 18609 Đừng nghĩ rằng quyền lơi hay 
tự do mà người Đức gọi te ÌA cùng với một thử mã chúng tả gọi ˆ 
H. Poincaré, "Le Banqnet đu 11 Mai”, tiệc thường niên của Tổng hội 
Sinh viên Paris, 1903, 63, trích đẫn trong Galison, 213. 
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của Áo vào ngày 2R tháng 6 năm 1914. Hiệp ước giúp đö 
lần nhau giữa các quốc gia lần lượt kéo hết nước này 
đến nước khác vào thảm kịch Đại chiến. Áo động binh 
chóng lại Serbia. Nga động binh hễ trợ Serbia đánh Áo. 
Đức lại giúp đỡ Áo chống Nga. Pháp đối nghịch với Đức 
ủng hộ cho nước đồng mình Nga. Đức tân công Pháp 
trước, và vào cuối tháng 8, hơn một chục nước đã tuyên 
bó chiến tranh. Vào lúc đó, những cuộc xung đột xảy ra 
"không phải như trong một tấn thảm kịch tột cùng, mà 
như là một sự đứt quãng theo cách thức khó chịu 
nhất..." 

Cuộc đại chiến vượt xa giới hạn của một sự đứt 
quãng. Trong số nhiều thiệt hại mà nó gây ra, cuộc chiến 
làm chia rẽ giới toán học và phá vỡ các cảm tình đối với 
các hiệp định mang tính quốc tế. Tự hào và cạnh tranh 
quốc gia cô đọng thành thù hận. Klein đã kí vào một 
thông cáo chung được lặp bơi các nhà khoa học và nghệ 
sĩ nổi tiếng của Đức, tuyên bó hỗ trợ cho hoàng đề và quả 
quyết rằng có một tập hợp các nhàn định vẻ nước Đức 
được kẻ thù đựng lên là sai. Ong lập tức bị trục xuất ra 
khỏi Viện Hàn lâm Paris, không bao giờ được tha thứ vì 
chư ký của ông trong bản thỏng cáo đó. Các nhà toán học 
có ảnh hường nhất nước Pháp bát đầu chóng Đức một 
cách điền cuồng. 


95 Đây là lời mà Vera Brittatn mở đầu cuón sách của bà, TestneHF ðƒ 
Youth: An Áintfoblioeraplueal SHul oƑ the Years 1900-1925 (New York: 
Penguin, 1989; xuất bản lần đầu hén tại London, 1933). "When the 
Cireat War broke out, Ít came to me not Aš A superlative tragedy, but as 
an ínterruption of the most exasperatng kindl to my personal plans." 
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Cuóc chiến phá hủy trật tự cũ và lầm suy vêều châu 
Âu trầm trọng. Toàn bộ thẻ hè toán học đảy hứa hẹn của 
châu Âu đã biến mắt trang cuộc chiến này. Tình trạng 
kinh lẻ phá hủy những gì còn lại mà bom đạn và khói lửa 
chưa kịp phá. Sự giàu nghèo ở Palermo ngày càng phân 
cách, và tạp chí circolo mafenmfico rơi xuống vực thăm. 
Siêu lạm phát ở Đức, phẫn nào là đo việc bỏi thường 
chiến tranh, làm xã hội đân sự suy yếu. Cách mạng Nga 
đem lại cơ hội cho các hướng đi chủ nghĩa xã hội, mà sau 
này đã gây ra chuối thảm kịch cho người dân Nga. Sự 
hỗn loạn của nên kinh tế và mong muốn thiết lập trật tự 
đã tạo điều kiện thuận lợi cho chủ nghĩa cực đoan, chủ 
nghĩa toàn trị và một cuộc chiến khác. 

Khi nhìn lại, sự lạc quan của những năm đầu thế kỉ 
20 dường như ngày thơ một cách không thể dung thứ, và 
chủ nghia quốc tế tong manh đến mức khó tưởng 
tượng. Năng lượng của thời đại đường như không giống 
vơi sự khỏe khoắn và tươi trẻ, mà như là sự cường loạn 
bắt hạnh của các giai đoạn cuối cùng của sự tàn phá. Các 
hiện vật mang tính văn hóa ở các hội chợ thê giới ca tụng 
vinh quang của tỉnh thân nhân bản được đặt cạnh các vũ 
khí được trưng bày với số lượng không lô. 


THUYẾT TƯƠNG ĐỐI RỘNG 
Không phải tất cả đã mất, Cuộc sống của tâm trí, tất 


nhiên, không bao giờ có thể ngưng lặng, cho dù những 
loạt đại bác có đính tai nhức óc cỡ nào. Ngay trước chiến 
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tranh, Etinstein từ bỏ vị trí giáo sư tại ZLurich để nắm p1ữ 
mọt vị trí nghiên cứu thuần túy ở Berlin."" Trong nô lực 
tìm kiếm mở rộng thuyết tương đối cho các trường hợp 
mà ở đó hé quy chiếu gia tốc so với một hệ khác ông cần 
mỘt ngôn ngữ toán học thuận lợi cho vài tập hợp các 
phép biên đối nang tính tổng quát. Với sự giúp đỡ của 
Mlarcel Grossman, một nhà toán học và là một người ban 
mà ông lam việc cùng ở Zurich, ông nhân ra rảng công 
trình của RÑicmann phù hợp một cách hoàn hảo với các 
nguvên tắc vật lí mà õng đã phát hiện ra: Nó cho phép sự 
bien đôi độ cong và dạng hình học từ điềm này tợi điểm 
khác, và hệ thống các công cụ tính toán được phát triển 
bởi nhà hình học người Ý Gregorio Ricci-Curbastro và 
sinh viên của ông Tullio Levi-Civita đã cho phép Eìinstein 
phát biểu lại các phương trình vi phân biểu điển các quy 
luật vật lí cổ điển. Trong lí thuyết rộng của Einstein, các 
lực do gia tốc gây ra không khác so với các lực do lực hắp 
đản, do đó bằng nhau. Nếu tự ta xem mình như là đang 


gia tắc so với một điểm quy chiếu cô định nào đó, ta sẽ 


 Emslein đã trình luận án sau tiến sĩ (HabihtahonscliiH) và có 
được và trí mảng đạyv đầu tiến tại Đất học Dern năm T908. Đến năm 
1909, ông đã được công nhân la mốt nhà tự tưởng lờn và đã có thể 
rời bỏ công việc tại Phòng cắp bảng sáng chế ng trở thành giáo 
sư Đại học Karl-Ferdinand ơ Prague năm 1911, rồi trở vẻ Thụy Sĩ 
năm 1912, nắm giữ một vị trí tại trường, đai học nói tieng 
Eidgenossische Technische Hochschule ở Zunch. Cáng viéc mã ông 
nhận ở Berlin rất thoải mnái. Ông uiữ vị trị tại Viên Hán lâm Khoa 
học Phổ; có một vị trí nhưng không phải giảng đạy tại Dai học 
Berlin và được bồ nhiệm làm Giám đốc Viên Vật 1í Kaiser Wilhelm 
vưa được thành lặp. l 
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diễn tả lực mà ta đang cảm thấy được như thể nó bắt 
nguồn từ gia tốc. Thay vì vậy, nêu ta xem mình như đang 
đứng yên so với một điểm cố định, ta sẽ diễn tả lực đó 
như lực hấp dẫn. Gia tốc luôn luôn mang tính tương đối 
so với cái gì khác, và các lực gây ra đo gia tốc và do lực 
hấp dẫn là tương đương. Einstein điễn tả lực hấp đẫn 
như là độ cong của không-thời gian (và theo lềiemamn, độ 
cong là một tensor biểu diễn độ chênh lệch so với 180 độ 
của tổng các góc trong tam giác trắc địa theo bắt kì sự 
định hướng khả đi nào đối với một quan sát viên). 
Phương trinh của Einstein mô tả cách thức mà tensor độ 
cong biến đổi trong sự hiện điện của vật chất. Vật chất 
làm cong không-thời gian. Đến năm 1915, khi cả một thế 
hệ trẻ nằm chết trong chiến hào, ông đã có lí thuyết tổng 
quát sẽ định hình thế giới quan của các thế hệ kế tiếp. 
"Với niềm vui lớn", ông viết, "tôi đã hoàn toàn thành công 
trong việc thuyết phục Hilbert và Klein."!” 

Công trình của Einstein như một trận cuỗng phong. 
Ông trở nên nổi tiếng trên toàn thế giới vào năm 1919 khi 
một đoàn thám hiểm khoa học Anh trong lúc quan sát 
nhật thực đã đo được "độ cong” của ánh sáng khi ởi 
ngang qua mặt trời một cách chính xác theo phương trình 


!” Trích dẫn từ trang web của St Andrews. Einstein trình bày hai 
bài, "Vẻ lí thuyết tương đối tổng quát" ở Viện Hàn lâm Đerlin vào 
ngày 11 và 25 tháng 11; và Hlilbert trình bày một bài "Về nên tảng 
Vật lí" ở Viện Hàn lâm Göttingen vào ngày 20 tháng 11 năm 1915. 
Bài báo của Hilbert là bài đầu tiên chứa phương trình trường chính 
xác của thuyết tương đối. Cuộc gặp gỡ giữa hai người diễn ra thân 
thiện, và Hilbert thăng thắn thừa nhận rằng ý tưởng là của 
Einstein. Nhưng suy luận của Hilbert để hiểu hơn. 
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của ông. Anh Sáng, tật nhiên, không bị bẻ công - ánh sáng 
đi theo một đường trắc địa trong không-thời gian. Điều 
đã xây ra là mặt trời không lô đã uốn cong không-thời 
giản xung quanh nó, và kết qua là quỹ đạo mà ánh sáng 
vẽ ra trông piống như bị bé cong. 

Công trình của Ejnstem kích thích hết sức manh mẽ 
sự phát tiên của hình học Riemann. Vào lúc đó, nó 
không trưc Hếp ảnh hưởng đến sự phát triển của topo 
học. Einstcin chắc chần nhận thức được sự tổn tại của các 
đa tạp ba chiêu khác nhau, và khả năng theo đó không 
gian va không-thòi gian có thể có các topo khác nhau. 
Nhưng tất ca các phường trình của thuyết tường đói rộng 
đều la các phương trình ví phản và được áp dụng ở các 
khu vực nhỏ rong không-thời gian. Tepo học được áp 
đụng trong cầu trúc có quy mô lớa của không gian (và 
của không-thời gian). Không ai có thể mơ tượng về khả 
năng của mội sự kết nói giưa giả thuyết otIncaré và 


thuyết tương đối rộng 


GIẢ THUYẾT POINCARÉ GIỮA CÁC CUỘC CHIẾN 


mat các công trình cửa [Dehn và TietZe, đã không còn nghi 
ngờ gì vẻ việc giả thuyết Poincare là rất khó giải quyết, và 
công trình vẻ topo học của Poincare là mót nguỏn quan 
trọng dẫn đến các bài Loán thú vị. Dehn cùng với Tietze 
đã đưa ra một khởi điểm khả đi mà từ đó các nhà topo 
học có thể bát đầu tiếp cận với các công trình của 


Poincaré nói chung và giả thuyết của ông nói riêng, 
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Các bước tiễn quan trọng nhất đến từ một người MI, 
James W' Alexander (1488-1971), ngưới đã tời Châu Âu đề 
thực hiện nghiện cứu sau khi đã nhân bằng tiên sĩ từ 


Princeton. Alexandcr đã sông ở Paris trong chiên tranh, 


dịch luận án của Eleesaard sang tiếng Pháp," Ông g gia 
nhập quận đội Mĩ năm 1917, lên đến cập đại úy, rồi giải 
ngũ năm 1920 để trở thành giang viên Đại học Prmceton., 
Năm 1919, Alexander đã chỉ ra rang có hai đa tạp bậc ba 
đã được Tiet70 mi ra trước đo, có cùng một nhàm cơ bản 
và có cùng các nhóm đồng diệu nhưng lại không đồng 


phối, "” VÌ vậy, câu trả lới cho câu hỏi hẹu hai là tạp bậc 


li 


Luan vàn của Tỉcc doan | P Hieecrnaaind, "Foistudier HỈ en 
topoloemES toon đa dc ältebianke tadias xammenaheeae” 
(kebenhavn. J2 Xoriskr Tinlans, TROB), Đán dịch sang héng Pháo 
cua AJexamdei được mì nh san" “Sản ƑAnaldsia t0”, BullecHH, dừ lụ 
Sufec Afatheniahaue de Fiance 44 (1916): 161-242. Xem tiểu sử của 
AIlcxandrr trong S, telschet2, James Waddcll Alexander (1888- 
971) 1earbooÄf ol- The 2A\merenm  PhHiosopimecal Socipl/ (1973) 
(Phladelphia: Amenecan Phfosophircal Societv 1973),110- 13. 

l2 WN, Alexander, "Not¿ on TWwo 3-Dimensienal Manrfiolds with 
the 5ame Group, Trn1súcH00x OP Hìe zÀInel1CUI À [at tmalcaE Socrefy 20 
(1919): 339-412. Nhớ lại rằng Tiet⁄ze đã chỉ ra hai đa tạp bậc ba có 
cùng các nhóm cơ bản nhất thiết phải có cùng một nhóm đồng 
điều (điền này hoàn toàn sai nêu đa tạp có hơn bà chiều). Hai đa 
tạp có cùng các nhóm cơ ban ngày nay được biết đến như là không, 
gian thấu kính (lens spacos) L (5,2) và L (5,1). Cho bắt kì số nguyên 
đương p và bắt kì ø nào nhỏ hơn p nhưng lớn hơn hoặc bằng 0 và 
không có ước số chung với p, ban định nghĩa một không gian thâu 
kính IL @, 4) như san: Chía đường xích đạo của quả câu ba chiều 
thành p đoạn bằng nhau, và tưởng tượng bán cầu trên và bán câu 
vưới là các đa piác đêu p mặt. Nối các đa giác nàv bằng cách quay 
nirà trên gđ) Vòng ngược chiều kim đồng hồ, 1ietze nhận thấy rằng 
L tụ, g) được bao phủ bởi khối cầu ba chiều p lần, đo đó có nhám cơ 
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ba thuộc còng nhóm cơ bản có nhát thiết phải đồng phôi 
hay không là phủ định. Giả thuyết Poincaré là trường 
hợp đặc biệt của câu hỏi này: khi các nhóm cơ bản chỉ có 
một phần tử duy nhất. Kết quả của Alexander làm tăng, 
rat cao tỉ lệ đặt cược vào giả thuyết Poincaré, và làm dây 
lên một khả nàng rõ rệt là phỏng đoán sai. | 
Alexander tiếp tục đưa ra rất nhiều các phát kiến 


quan trọng khác.” Tai Đại hội Toán học Quốc tế năm 





bản hữu hạn với p thành phần (Mũ p của ít nhất một trong số đo là 
đơn ví). Ông đặt câu hỏi cụ thể liệu L (5,1) và L (5,2), là những vị dụ 
đơa giản nhất không phải rõ ràng là đồng phôi, trong thực tẻ có 
phải là đẳng phôi. Alexander dường như không biết được Tìct2c đã 
đứt khoát đạt cau hỏi nay, Thuật ngữ “không gian thâu kính" xuất 
phát từ bài báo nay. É. Threlfal và ĐHỊ. Seifert “Topologlsche 
Untcrsuchung de: E»onhmtatsbereiche endlicher Dewegungsgruppen 
đer dreidimensionalen sphansehe Raumes T, VXiatheiuahsle Annalen 104 
(1930):1-70. Bài báo khảo sát toàn bộ cac không gian đó. Sau khi chia 
đường xích đạo cua quả cầu ba chiều thành p phản, các tác giả hình 
đụng bán cầu trên và dưới giống như các hình làng mạ mật, vì vây 
quả cầu ba chiếu trồng giống như viên ngọc 3p canh. 

*" Ông làm rõ môi quản hệ giữa topo tổ hợp, trong đó các đa lạp 
bậc ba được cõi như là các hình khối đa điện xác định, và topo noi 
chưng, trong đỏ mốt đa tạp bậc ba không nhất thiết có thể được cất 
ra thành một số hữu hạn các máng vơi hữu hạn mặt. Ông phát 
hiện ra, ví dụ như, “hình cầu sừng” Alexander nổi tiếng, đồng phôi 
với một mật cầu hai chiều và nằm trong khối cầu ba chiều, nhưng 
không; chia khối cầu ba chiều thành hai khu vực mà bao đóng đồng 
phối với quả cầu ba chiều. Mặt khác, ông chỉ ra ràng niột mật củu 
hai chiếu chia khối h câu bậc ba thành hai quả câu, bao đồng của 
wiổi quả cầu là một quả cầu ba chiều, Ông đã sử dụng lí luận tương 
tư đề chứng, mình răng bắt Kì hình xuyến đa điện nào trong không 
gian ba chiều cũng giới han bồi một hình xuyến rấn hai chiều, một 
thực tế được Deln gia đính mà không có chứng mìỉnh và được 
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I952, òng đưa ra nìột trong những Đài điển thuyết chính 
và nhân mạnh tầm quan trọng của giả thuyết Poincaré.”" 
Ngav sau đó, J HC. Whitehead (1904-1960), nhà toán 
học hiển lành và được véu thích người Ảnh, người đã 
được đào tạo tại Princcton và sau này khởi đàu truyen 
thống mạnh mẽ vẻ topo học ở Ôxford, công bọ chứng 
tủnh cho một định lí có thế chứng mình giả thuyết 
Poincaré.”” Kết quả này vượt qua vòng kiểm duyệt của 
các nhà phê bình, và được im. Sau đó không lầu, 
Whitehead phát hiện ra một phản ví dụ cho định lí của 
mình. Phản ví dụ Whitchead, giỗng như phản ví dụ của 
Poincaré, đã cho chứng tà biết nhiều điều nhưng không 
cho biết gì thêm về phong đoán cả. Tỉ số lúc này vẫn la 
?oincare - 3, các nhà toïn học khác - 0. Bạn bè của óng 
quy kết rằng chình sự chính xác đến mức đau đớn trong 
các bài báo tiếp theo của Whitehead là lì do của sự tắc rồi 
này. 

Đến năm 1936, giá thuyết Poincaré là một trong 
những bài toán nổi tiếng nhất của toán học, và topo học 
đã thực sự trưởng thành. Hai vẫn bản có sức ảnh hưởng, 
cả hai đều là kết quả của những sự hợp tac thú vị, được 


công bó lam cho công trình của Poincaré trở nên đề hiểu 


Trếtze phòng đoan ägười chỉ ra rằng nó không rõ rằng và cản 
được chưng, mình). 

“UV AIexandery, "Some Problermsan TopoloevT, V21äntthu v61 dlơy 
lnmlemmmtionnlbtnh NIALhemaHKPT Kongresses Z20iích (1933), keraus [È‡print 
(1967): 3249-57. 

* Ông quả quyết rằng mọt đa tạp ba chiều mỏ có thế bến tục biên 
đạng Hìành một điểm thì đều đồng phôi với RÌ. 
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hơn bằng cách cân thận hoàn thiện các kiến thức cơ 
bản.” Cả hai đều đi xa hơn thông qua việc mở rộng đáng 
kể một số kết quả của Poincaré và đều nhẫn mạnh đến 
giả thuyết Poincaré. 

Cuỗn sách đầu tiên là Lehrbuch der Topolosie, của Seifert 
và Threlfall, xuất hiện vào năm 1934. Nó phát triển phương 
pháp tiếp cận bằng các khối đa diện, và chứa đầy các ví dụ 
và ghi chú đẹp đẽ. Cuốn sách khởi đầu từ khi chàng trai 
hai mươi tuổi Herbert Seifert ghi danh vào khóa học topo 
của William Threlfall tại trường Đại học Kĩ thuật Dresden. 
Trí tưởng tượng của Seifert bùng chảy, hai người sớm trở 
hành bạn bè và cộng tấc viên. Setfert trải qua học kì 
1928/29 tại Göttingen, nơi ông đã gặp Heinz HopÍf, một 
nghiên cứu sinh sau tiễn sĩ, và Pavel Aleksandrov, một 
người từ Mioscow đang làm khách ở đây, và là người sau 
này lập nên trường phái topo Moscow vĩ đại. Seifert trở vẻ 
Dresden, chuyển vào ở nhà Threlfall, và hai người lầm việc 
không ngừng nghỉ về các đa tạp ba chiều. 

Theo nhật ký của ông, Threlfall đã muốn rằng lời mở 
đầu của cuốn sách được triển khai từ giáo án của mình 
bằng câu "Cuón sách này ra đời từ một khóa học mà một 
tronp hai chúng tôi giảng bài cho người còn lại tạt Đại học 
KT thuật Dresđen, nhưng ngay sau đó người sinh viên lại 
đóng góp các ý tưởng mới với số lượng nhiều và căn bản 


£ Ẩ- ` ^ 3 + .. ẤẨ Ẩ ` ` ^ . ' ... 
đến nỗi mà tên của tác giả góc tốt hơn cả là nên bị bỏ đi ở 


”# Cuốn sách của Veblen vào nãm 1922 (O. Veblen, 4alusís Sis 
[New York: American MaLnematical Society, 1922]) thảo luận giả 
thuyết Poincaré (chapter 5, §39, p. 147), nhưng không được dùng 
như một cuốn sách giáo khoa. 
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t2„l 


trang tiêu đề." Lời mỏ đầu của cuốn sách trong thực tế là, 
"Tac nhân kích thích bạn đâu để viết cuôn sách giáo khoa 
nay là một loạt bài giảng mà một trong hai chúng tối 
(Threlfall) trnh bày tại Đại học Kĩ thuật Dresden." Cuốn 
sách nay phát triển các khái niệm chủ đạo của topo học 
thông qua các ví dụ một cách cần trọng. Nó chứa đựng 
một thảo luận kĩ càng vẻ không gian khối mười hai mặt 
của Poincaré và kêu gọi sự quan tâm đến giả thuyết 
Poincare: "Liệu khối câu bậc ba có được đặc thríng bởi 
nhóm cư bản của nó hay không là nội dung của "gia 
thuyết Poincare' và vẫn chưa được chứng minh cho đến 
ngày hôm nay." Sợ người đọc sao nhằng điểm này, ho đặt 
câu hỏi theø cách khác: "Bên cạnh khói càảu bậc ba, liệu có 
tồn tại đa tạp ba chiêu khép kín khác sao cho mỗi quỹ đạo 
có thể co rút thanh một điểm? 3# 

Cướn sách thứ hai, Topoloeie, viết bởi Aleksandrov và 
Ffopf, được lên khuỏn ïn trong quá trình điền ra hội thảo 


“† Xem thêm thông tin về cuộc đời SeffFert trang bản liều »ứ vắn tắt 
viết bửi Dieter Puppe, "He he £ Seferl: Aiau 27, 1907-Oelober 1, 1996", 
trong 11/010 ð£ Toplagu, cá L. ML James, (1021-27). Đoạn chép từ 
nhất ký của Threlfall được tịch trong đó. Nguyên bản Đếng Đức 
như sau. “Dax Bụch BÉ aus Vorlesungen hervorgranecn, die et 
CC Võn uụns đen andecren 1m jahre 1927 an der Tochtusche 
Hochschule Iresden gehalten bạt, Bald hat aher der Elorer so 
wesentlich neguc Czcdanken zur Ausarbeitang beipetrawen 0und sie 
SỐ Vvon Grundl auf umestaltet, đâ6 chế als sem Name đer des 
ursprùnglicben Verfassers auf den Titelblate (fchlen drủfte." 
Lchrbueh đer Topoluere xuất bản năm 1931, Bản địch tiếng Anh ín 
năm 1980 Trích đân về giả thuyết Poincaré nằm ở trang 225 của bản 
địch bếng Anh, Bạn địch tiếng Anh được in cùng với bản địch bắt 
bảo cơ bản của Seitert về đa tạp phản thớ. 
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quốc tế về topo học tại Moscow năm 1935. Đây là cuốn cầm 
nang của chuyên ngành này, mặc dù nó chỉ là một trong số 
ba tập dự kiên được hoàn thành. Aleksandroe bắt đầu hợp 
tác với Hopf tại Gõttingen từ năm 1926. Trước đỏ, Hopf đã 
phân loại các đa tạp bác ba đơn liên có độ cong không dồi 
trong luận ăn tiên sĩ tại Đại học Berlin, Cả hai trải qua năm 
học 1927-1928 tại Princeton, Aleksandrov trở thành Giáo sư 
Toàn phân tại Đại học Mioscaw năm 1929. Cùng năm đó, 
Hopí được đề cử chức Trợ lí Giáo sư tai Princelon, nhưng 
chọn ở lại Châu Âu và nhận một vị trí lãnh đạo tại Zuriích 
năm 1931. Rõ ràng là nỗ lực của sư quốc tế hỏa đã ra đời từ 
đống tro tàn giữa hai cuậc chiến. Điều quan trọng, hơn so 
với chủ đề của chúng ta là cuốn cẩm nang của họ đã cho 
rằng phỏng đoán cua Poincaré là đúng từ ngay phần giới 


thiệu của nó. 


SỰ NỔI LÊN CÙA TOÁN HỌC TẠI MĨ 


James W, Alexander, người MI sống ở Pariš, là sinh viên 
của nhân vật có ảnh hưởng là Oswald Veblen. Cả hai nhà 
toán hoc này đêu là người Mi, điều nãy báo hiệu một sự 
thay đối sâu sắc đang điễn ra tại Mi. Trước khi thế kỉ 20 
bắt đâu, không trường đại học Mĩ nào có thể tuyên bế 
một cách thuyết phục là đạt được đăng cắp thế giới, và 
khỏng có người Mi nào có thể nhận được mội sự giáo dục 


toán học đây đú nếu không ra nước ngoài“Š Nếu 





#5 Ởj đây không có y khảo sát toàn bộ lịch sử toán học MI. Có lẽ nhà 
toán học +nìh va ở NỈ kiệt xuãi nhất the kí 19 là W0lard Josiah Gibbs 
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Ricmann hoặc Poincaré được đào tạo tại Mĩ, họ có thể đã 
không trở thành các nhà toàn học. Điều này sẽ thay đổi 
trong thé ki mới, và toán học trở nên hoàn toàn khác. 

Tuy vậy, một số điểm đặc biệt của nền giáo dục đại 
học M cũng đã được thiết lập vào đầu thé kỉ (20). Môi Ủy 
ban cấp cao đứng đầu bởi hiệu trưởng Đai học Harvard 
vào năm 1892 bác bỏ việc thành lập tiêu chuản quốc gia 
cho các trường phö thông, và đi xa hơn nữa, cả tiêu chuẩn 
đầu vào cho giáo dục đại học. Đến cuối thẻ ki 19, Mi đã có 
một số lượng lớn và đa dạng các cơ sở đào tạo đại học, cả 
công lẫn tự. Ba mươi năm tiếp theo của cuộc nội chiến là 
thời kÌ một sự tăng trưởng thịnh vượng khống lỏ, và sự 
bùng nổ lớn nhất của giáo dục cấp cao trong lịch sử đất 
nước. Các học viện mới ở cầp bang được thành lập, cùng 
với các trường đại học đành riếng cho phụ nữ và người 
Mi gốc Phi. Các tổ chức này cân rất nhiều giảng viên. Hơn 
nữa, người MI có tham vọng và nhận ra sự cần thiết của 
giáo dục sau đại học và nghiên cứu. Một SỐ trường đại 
học lâu đời hơn bắt đầu thử nghiệm thành lập các 
chương trình đào tạo tiễn sĩ theo phong cách Đức,”* và 


(1839-1903), Ông nhận bằng tiến sĩ đâu nén cúa at lọc Yale về kĩ 
thuật năm 1862. Nhưng quá trình phát triển toïn học của ông thì lại 
điển ra ở Paris, Berlin, và 11pidelberg từ năm 1#eó đến năm 1869. 

31 Vale là trường đai học đàu tiến có chương trình tiến sĩ vào năm 
1847 với ba bằng PhD được cấp vào năm 1861 (triết học và tâm lí 
học, văn học có điển, và vật lí. Pennsylvania, Hiarvard, Michigan, 
và ]nnceton theo sau hơn mọt thập kÈ Đại học Johins Iìapkms, chủ 
vêư tập trung vào giáo dục sau đại học, bắt đầu mở vao năm 1876 
và thực sự thay đối toàn điền, Nhưng thành công đã chững lại khi 
trường không thể lôi kéo Klein về để thay thế Svlvester. Đại học 
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các học viện sau đại học mới được thành lập. Tuy nhiên, 
chất hượng là điều còn thiếu: Việc xây đựng một cách thực 
sự thành công các chương trình sau đại học, ít nhất là 
trong toán học, vượt quá tâm của người Mi. Các nhà toán 
học giống như những con chip máy tính. Để có dược 
những con chíp tuyệt hảo, ta cần phải có rất nhiều con 


chíp có chất lượng tốt. Và trong trường hợp của các nhà 


` _ ~ 


x 
toán học, điều này sẽ có tác dụng nếu những người rất 
giỏi có biệt tài trong việc nhận ra và khuyến khích các tài 
năng. 

Chicago là nơi có được sự kết hợp dúng đắn giữa tiên 
bạc, tài nàng, cơ mìay, Và nỗ lực. Giáo phát Tin Lành 
BapHists của nước MIĩ và toàn thể công dân Chícago đã 
quyết định thành lập một trường đại học ở Chicago, và 
người sáng lập kiêm giám dốc điều hành của tập đoàn 
Standard O1, John DĐ. Rockefeller, một thành viên ngoan 
đạo của giáo phái Tin Lành, đã ủng hộ về mặt tài chính. Từ 
đâu, Đại học Chicapo đặt ra nhiệm vụ phát triển trĩ thức 


thông qua nghiên cứu và giáo dục sau đại học, cũng như 





Clark là một học viện khác hoat đồng chủ vếu tập trung vào 
chương trình sau đại học. Nó có một số triển vọng, nhưng không 
bao giờ thực sự nhận ra điều đó bởi vì thiếu thực lực. Với một ngoại 
lệ gây tranh cãi là Harvard, nhờ Osgood và Bócher, có thế mạnh 
thức sự vẻ giải tích, cà nước MI không có khoa toán học sau tiền sĩ 
bạng nhất nào cả. Xem thông tin thêm về viễn cảnh toán học trong 
K. H. Parshal và ID. E. Rowe, The Einereence of thù Ánieicam 
Malhematical Commrunihj 1876-1900: }. Ì- SVlcesler, Fchx Kiem, and L, 
H. Niorce (Drovidcnce: American Mathematical Society, 1994), 
Chương 6 của cuốn sách đặc biết có thông tin hay và nguồn thông 
tin tham khảo lưu trữ phong phú về bối cánh toán học thời đó và 
sự thành lầp Đại học Chicago, 
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đào tao nguồint nhân lực cho nên giáo dục bậc đại học. 
Iocketeller tuyển dụng William Rainey Harpcr, giảo sư tại 
trường Thần học Yale cho vị trí hiệu trưởng. Miãc dù cùng 
thời có nhiễu hiệu trưởng vì đại của các trường dại học 
khác, Harpcr vẫn vuot lên như một nhà quản trị có tẫm 
nhìn nhạy bén vẻ chất lượng và mục đích chủ đạo. Ủng 
tiveit về trường một lài năng trẻ vùng Trung-Tây, E.H. 
Mooøre từ Yale, và họ đã làm việc với nhau để lập ra một 
chương trình Loán học hạng nhất. Một phảu để cạnh trạng 
vơi đói thủ là Đại học Clark mà nói cay đẳng vẫn còn được 
nhac tới ngày hóm nay, họ đã tuyển dụng hai người Đức 
nhập cư, cả hai đêu lã sinh viên cũ của Klein, cho khoa 
toán, Điều kì diệu đã dến với họ, khoa Toán của Đại học 
Chicawo nổi lên với năng suất đáng kinh ngạc, cả VỀ SỐ 
lượng các bài báo khoa học - và quan trọng hơn cho nước 
Mi - lẫn số lượng các nha toàn học được đảo tạo tại đây. Có 
một đối thủ duy nhất khác, nhưng không hiệu quả bằng, 
ngoại trừ - địcu này còn phải tranh luận - lĩnh vực giải tích, 
lä Harvard, nơi hai sinh viên khác của Klem cầm trích?” 
Các sinh viên tốt nghiệp tiến sĩ ở Chicago tiếp tục xây 
dựng các khoa toán học chủ đạo trên khắp đắt nước.** 


¬1? 


CŒxgood nhận bằng tiến sĩ từ Erlangen, còn Bócher từ Göttinpen 
—* Ròn sinh viên của Moore là L. E. Đickson (1874-1954), Oxwald 
Vebten (1880-1960), &.L. Moore (1855-1974), và GD. Birkbut( (1881+ 
194) nằm ngoài bắt cứ bảng xếp hạng nao, còn ảnh hưởng của họ 
đến nên toán học Mi là không thể đo được. Môi người là một nhà 
toàn học xuất sắc, khả năng quản lị thiên tấu, và khả năng hướng 
đân bến sĩ tuyệt điêu, Birkhoff đưa khoa toán tại Harvard lên đến 
sự ưu viết thật sự; Veblen cùng làm như vậy tại Princeton; l, 1. 
Maore ở Đại học Texas ở Ausbn; và Dickson tiến nối truyền thống 
của Đạt học Chicago., 
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Hai trong số sinh viên của Moore, Oswald Veblen (1880- 
1960) và George D. Birkhoff (1884-1944), tốt nghiệp Đại học 
Harvard và đến Đại học Chicago đẻ làm luận án tiên sĩ, 
Veblen tốt nghiệp năm 1903, còn Birkhoff năm 190Z. Sau hai 
năm giảng dạy tại Chicago, Veblen chuyên đến Princeton 
vào năm 1905 để giữ một trong những vị trí mà hiệu trường 
Prnceton lúc đó, và tổng thông Mĩ hương lại, Woodrow 
Wilson đã nỗ lực thiết lập để nâng cao trình độ nghiên cứu 
của trường đại học này. Đến năm 1910, Wilson trở thành 
Thống đốc của bang New Jersey; Trưởng khoa Toán, Henry 
Eine trở thành người đứng đầu tập thể giảng viên; và Veblen 
trở thành Giáo sư. Birkhoff chuyển đến Harvard năm 1912 
sau khi giữ chức Trợ lí Ciáo sư tạ) Princeton. 

Klein có thể là người đào tạo nên các nhà toán học 
Hên bối tại Chicago và Harvard, nhưng Poincare mới là 
người đột lên ngọn lửa sức tưởng tượng của lứp trẻ, Luận 
án của Veblen là vẻ các tiền để của hình hạc, nhưng ông 
chuvển sang topo học và thuyết tương đối trong những 
nằm sau tiễn sĩ Công trình topo học đầu tiên của ông 
xuật hiện năm 1905, pha trộn các tiên đề hình học với 
topo học của mặt phẳng. Veblen giới thiệu ý tưởng về 
topo học của Poincaré đến giới toán học Mĩ trong cuốn 
sách năm 1922 của ông. Birkhoff đọc một cách độc lập 
cong trình của Poincaré về các hệ thống động lực học và 
nghiện cứu sâu sắc phương pháp mang tính topo học của 
oincaré để tìm hiểu các hệ phương trình vi phân. Năm 
1913, ðng trở nên nổi tiếng khi chứng minh định lí hình 


““@ Veblen, "Theory oa plane curves in non-metrical analysis situs”, 
TramsacHøns öƒ thế AmerTlcan Mlathematical Socrelu, 6 (1905) 83-98. 
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học cuối cùng của Poincaré, định lí mang, tính: phỏng 
đoán mà Poincaré chưa thể chứng, minh được và miễn 
cưỡng công bổ nó vào năm ông qua đời (1912). Ở 
GõthHngen, việc một người MI đã tìm ra lời giá cho định lí 
đó là một điều khó tưởng tượng. 

Cả Birkhoff và Veblen làm việc không biết mệt môi vì 
toán học. Birkhoff trở thành Phó Chu tịch Hội Toán học Mi 
vào năm 1919, và Chủ nhiệm Khoa Nghệ thuật và Khoa 
học Harvard năm 1936. Ảnh hưởng về mặt toán học của 
ông là cực kì lớn, và một số sinh viên của ông đã trở thành 
các nhà toán học mà người ta sẽ còn nhớ tới trong, nhiều 
thế kỉ sau đó. Còn Veblen, với nhiều người, öng là người có 
công khiến Princeton trở thành một trong những trường 
đại học lớn của thế giới vẻ toán học. Khoa toản này tập 
trung vào một số ít các lĩnh vực đang, nôi lên như: topo 
học, hình học vi phân, vật lí toán học, và logic toán học. 
Đến Thể chiến I, Princeton bắt đầu trở thành đối thủ của 
các học viện châu Âu như Göttingen va hai trường đại học 
ở Vienna về topo học. Cuếi thập kỉ 1920, không cần bàn cãi 
nữa: Princeton đã trở thành học viện dẫn đầu thế giới. 
Veblen hiểu tằm quan trọng của việc quyên tiền từ các cựu 
sinh viên và các nguồn tư nhân, và ông thực hiện điều này 
?!! Ông giám sát việc xây 
đựng một lâu đài toán học mới mà sau này trở thành thỏi 


vô cùng hiệu quả trên cả hai mặt. 


nam châm thu hút các nhà toán học trên toàn thế giới. 


Veblen đồng một vai trò quan trọng trong sự ra đời Viện 


"` Xem L R feffer, "Oswald Veblen and the Capitalization of 
American Mathematics: Raising Money for Research, 1923-1928”, 
fs¿s 89 (1558): 1474-97. 
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Nghiên cứu Cấp cao và trong việc đặt trụ sở của nó ở 
Irinceton. Năm 1932, òng từ chức giáo sư nghiên cứu, mặc 
dù đã được nêu danh ở trường đại học để trơ thành Kmiáo 
sự đầu tiên tại Viện Nghiên cứu Cấp cao.21 

Cả Veblen và Birkhott đều nối tiếng thể giới, va giữ 
øin các mối quan hệ ở khắp châu Âu. Tuy nhiên, trong nỗ 
lực xây dựng cộng đỏng toán học MI, Birkhoff có xu 
hướng tiến tới một loai hình của chủ nghĩa bảo hộ, ông 
tranh luận trên báo chí rằng những nỗ lực tuyển dụng các 
nha toán học châu Âu tị nạn của các học viện Mi sẽ lẫy đi 
số lượng công việc hiếm hoi của người Mĩ ở các trường 
đại học.” Một cách bị kịch và ngu ngốc, ông cũng tìm 
cách hạn chế số lượng người Do Thái trong các vị trí học 
thuật tại Harvard và các nơi khác. Veblen, thì ngược lại, 
đã tạo ra môt cộng đồng đa dạng hợrm. rất nhiều. 
Princeton cùng lúc vừa ươm tài những người trẻ tuổi, vừa 
thúc đấy nguồn nhân lực nội bộ, và lợi dụng tình hình 
của Đức Quốc xã để thu hút Albert Einstein, John von 
Neumann, và Hermann Weyvl vào các vị tí piang, đạy. 
Văo giữa những năm 1930, Princeton có năm nhà topo 


lọc huyền thoại”'` và nhiều nhà topo học trẻ đây triển 


- Giáo sư đanh đự: Named pwoftSsor, chức danh giáo sư được đật tên 
để vĩnh danh một người nồi tiềng hoặc turười tài trợ cho vị trí này (ND). 
”“ Xem, ví dụ như, G D Birkhoff, "FEifty Years of American 
Mlathematic+”, Sczcc 88, số, 2290 (1938): 461-67 (đặc biệt trang 465). 
Đá là lames Alexander (1915-51, sinh viên của Veblen), Marsu»n 
Mlonse (1892-1977, sinh viên của Birkhoff), Hassler Whitney (1907- 
89, xình viên của BrklhofÐ, Solomon Lefschet¿ (1884-1972, sinh viên 
của Wllltam Storv, một sinh viên của Klein), và Norman Steenrod 
(1910-71, sinh viền của I,efschet2). 
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vọng. MI đã vào cuộc: nghiên cứu topo một cách nghiên 
túc có nghĩa là phải trải qua một thời gian ở Pninceton. 
Ngoài Alexandcr, thành công sớm và rực rỡ của 
Veblen là việc tuyên đụng được Solomon Lefschetz, một 
người Nga gốc Do Thái nhập cư từ Paris năm 1905, 
Lefschetz làm việc nhự một kí sư cho công HH 
Westinphouse Electric cho đến khí mất cả hai tay trong 
một vụ nổ lò hơi, và do đó không thể theo nghiệp kĩ sư 
dược nữa. Ông trở lại trường học, nhận bằng tiến sĩ toán 
từ Đại học Clark năm 1911. Sau đó ông chuyển đến 
Nebraska trong hai năm, rồi đến Kansas trong mười một 
năm. Cách xa luông toán học chính thóng, ông làm việc 
một cách khá biệt lập và đưa các ứng dụng topo học của 
Poincaré vào hình học đại số lên tầm cao hơn nhiều so 
với những ơì oincaré đã làm. Ông chuyển đến 
Princeton năm 1924. Nói to, để bị kích động, với hai bàn 
tay kim loại bọc bằng nhựa đen và ăn mặc xấu, ông là tắt 
cả những gì mà nhiều cư đân Princeton có trình độ văn 
hóa cao nhất không có. Lefschetz. có thể nhiệt tình đến 
quên mình trong một cuộc thảo luận về toán học, hãng 
hái theo đuôi những ý tưởng đẻun tận cùng, đến nỗi 
quên đi những người xung quanh hay các quy tắc mang 
tính xã hội.”” Mọi ngươi tường tránh xa ông trong các 


bữa tiệc. 


>* Xent tính cách sôi nội của ILefschetz, ngay cả khi già, trong bài 
luận của ôm, "Reminlscences Of ä Mathematical Immigrant In the 
Linited Statcs", American MathemaHcal Montnr 77 (1970): 3411-50, viết 
hai năm trước khi ông mất, 
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Lcfschetz nhiều hơn Alexander bón tuổi, và cả hai 
càng nøàyv càng khác xa nhau, Alexanđer giàu có và tính 
thông chuyện xã hội. LefschetZ thì không. Alexander 
Phần nộ khi cam thầy Lefschetz độc chiếm các ý tưởng 
mọt cách phí lí. Letschetz đẫn thân vào tất cà, Alexander 
lạ thuếu hoài bão một cách kì quặc. Letschetz chưa bao 
tí Hha thứ cho Veblen khi lựa chọn ÀÌexander thay vì 
ông, cho một trong những vị Hí giáo sư đầu Hên tại Viện 
Nghiễn cứu Cấp cao. MIậc du vậy Lefschetz vẫn kề thừa vị 
trí lãnh đạo của Veblen, mã không phải giảng dạy. 

V1 tật cả những điều đỏ, Lcfschetz thật tuyệt vời, Ông 
chao đón tất cả, sức hấp thụ đành cho toán học của õng là 
cực kì lớn, và các tiêu chuẩn của ông rất cao. Ông làm cho 
Princeton trở nên thực sự xuất sắc. Lefschetz cùng là 
người kì quậc. Khi piữ một vị trí chủ tọa ở đây, ông luôn 
phải den theo một đồng nghiệp giỏi ngoại giao hơn 
mình khu đến phong lãnh đạo. Lefschetz bước vào phòng 
với ý nghĩ rằng ông đương nhiên phải có nhiều quyền 
hạn ở khoa. Còn người lãnh đạo thì không nghĩ như vậy. 
Lcfschetz bị kích động. Lời qua tiếng lại. Người đồng, 
nghiệp giỏi ngoại giao căn có mặt ở đó để kéo Lefschetz 
va trước khí rỗi quan hệ giữa người quản lí và cả khoa 
loan bị tốn thương một cách không thể cứu văn. 


TRƯỜNG PHÁI NGA 


Ngà đà có mặt truyền thông nghiên cứu toán học lớn 
manh kế từ khi Viện Hần lâm Saint Petersburg được 
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thành lập năm 1725. Đối trọng của Veblen là Nikolai 
Nikolaevich Luzin (1883-1950). Ông nuôi dưỡng cả một 
thế hệ các nhà toán học đi qua các cuộc chiến tranh và 
Cách mạng Nga, nhóm nghiên cứu của ông được các sinh 
viên của ông gọi là Luzitania. Nhóm này bao gồm vài nhà 
topo học rất tài năng, những người đã góp phần biến Đại 
học Moscow thành một trong những trung tàm toán học 
lớn nhất trên thế giới. Sinh viên đầu tiên của ông là Pavel 
Aleksandrov, người mà chúng ta đã nói đến trước đó. 
Một người khác là Andrei Kolmogorov (1903-1987), một 
trong những nhà toán học nồi tiếng nhất mọi thời đại. 
Ngay cả khi là sinh viên đại học, Kolmogorov đã bắt đầu 
đưa ra nhiều kết quả quan trọng. Ông công bố tám bài 
báo trong năm học cuối cùng ở đại học, và mười tám bài 
trong khi làm nghiên cứu tiến sĩ. Nhiều người vẫn coi 
những bài báo này là kính điển. Aleksandrov và 
Kolmogorov trở nền rất thân thiết. Năm 1935, họ mua 
một căn nhà nhỏ trong ngôi làng Komarovka ở ngoại vi 
Moscow, nơi họ tiếp đón rất nhiều nhà toán học. Năm 
1938, Aleksandrov cùng Kolmogorov và một số nhà toán 
học khác của Đại học Moscow gia nhập Viện Hàn lâm 
Khoa học (Học viện Steklov) trong khi vẫn giữ các vị lrí 
của họ tại các trường đại học. 

Năm 1935, đại hội quốc tế đầu tiên hoàn toàn đành 
riêng cho topo học được tổ chức tại Đại học Moscow. Tám 
người MI, chủ yếu là đến từ Đại học Princeton đã tham 
đự. Một số đột phá quan trọng được công bỏ. Công bố 
sửng sốt nhất liên quan đến việc khám phá ra một tập 


..". vã tả . Á ⁄ ,.» Lá ˆ^ + 
hợp mới các cầu trúc đại số gắn với các đa tạp và các 


http://tieulun.hopto.org 


324 GIÁ THUYẾT POINCARE 


không gian topo khác. Những cấu trúc như vậy được gọi 
là các tanh đối đẳng điều teohomologv rines), là một dạng 
ảnh phản chiếu trong gương của các nhom đồng điều mà 
Poincaré đã định nghĩa, nhưng chúng có hai phép toán 
đại số thay vị chỉ một như các nhóm đồng điều. Những 
vành này mang các thông tín topo tỉnh vì hơn, và là bước 
tiên lớn nhất kè Hr thời Poincaré Chúng cũng làm rõ một 
số nhận xét bí ăn của Poincaré`”, Kolmogorov đã công bế 
khám phá này. Trong bài điễn thuyết Hếp theø, Alexander 

thư nhận rằng ông cũng thu được các kết quả gân tương 
tự, và cũng noi vẻ cùng một chủ đẻ. Cả hai người đều đã 
gửi công trình để xuất bản. 

Đáng buôn thay, nằm ké Hên của đạt hài điển ra sự 
thanh trừng của chính quyên. Luzin bị tân công qua tờ 
sáo Drauda, Ông bị cáo buộc tuyên truyền chống Liên 
bangt Xô viet và xuất bản các bài báo quan trọng của mình 
trên các tạp chí nước ngoài thay vì các tạp chí trong nước. 
Ông thoát chết trong gang tác. Chịg buộc phải từ chức ở 
Đại học Moscow, nhưng vẫn giữ chức vụ của mình ở 
Viện E[àn lâm Khoa học. Tác động, của sự thanh trừng 
ông là các nhà toàn học Liên Xô ngừng xuất bản ở 
phương Tây và bắt đâu chỉ xuất bản ở Nga trên các tạp 
chí tiếng Nga. Sư cô lập này làn hại cả giới toán học 
phương Tây lẫn Nga trong nhiều nằm sau. 


?” lrong bại bó sung đầu Hiện, Poincaré giới thiệu cac ö đối ngẫu 
(dual cells) và mốt bệ phức õ “tương hỗ” (a “reciprocalf“ cell 
combplex), cùng Với một phếcp tình chúng trên các đơn hình 
(simplex) mà ông thêm vào cho rõ nưhìa, Khó có thẻ làm rõ nghĩa 
các lập luân này néu không đưa vao khái niệm đổi động điều. 
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khi Thẻ chiến I nổ ra, Gôttingen vắng vì Lừng người bị gọi 
mập ngựa, Sau chiến tranh, dưới sự lãnh đao của Richard 
Courant, nó bàt đầu lẫy lại phản mào vị the trước đây của 
mình. Đức gặp vấn đẻ lồn vẻ tử chính, nhưng cuộc chiến 
tranh xóa tan mọi nghỉ ngờ về tbểm nâng của khaa học và 
công nghệ trong việc tạo ra nàng suất công nghiệp, và 
lrong thiết kế cũng như sản xuät vũ khí. Một toa nhà toán 
học mới được dựng lên và trở thành trọng tâm của toàn 
cảnh toán học sống động. 

Sau cái chết của DPoincaré, IIlbert trở thành nhà toán 
học số một thế giới. Ông từ chói kí tuyên bố mà Klein đã 
kí, và điều này khiến ông phải nhận khá nhiều sức ép từ 
các sinh viên và cư đân Gätttngen. Nhưng đó chỉ là một 
làn gió ban đầu thoảng qua của những gì sắp xảy ra. Suy 
thoái kinh tế gãy ta bởi các khoản tiền bồi thường chiến 
tranh và sự khủng hoàng kinh tế toàn cầu đã kích động 
các cử trì Đức Trong cuộc bảu cử Reichstag năm 1932, 
Đảng Quốc xã thăng lớn. Tông thống vòn Hindenbutg bố 
nhiệm Adolf Himler lầm Thủ tướng Đức. Nỗi kinh hoàng 
bắt đầu, và ánh sáng mỡ đẫn. Các trường đại học bị yêu 
cầu loại bỏ tất cả những, người bị gọi là Do Thái - dù chi 
mang trong mình đòng máu Do Thái - cho dù họ đang ở 
bất kì vị trí giảng day nào. Richard Courant, Edmund 
Landau, Enumy Noecther, Paul Bernays ra đi. Sau đó còn 
nhiều người nữ, gồm cả những người có gốc gác hoặc có 
vị hón thể la người Do Thái. Ngôi bên cạnh Bộ trưởng 


Giáo dục mới bó nhiệm của Đức Quốc xã trong một bưa 
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hẹc, Hilbert được hỏi, "Toán học ở CGötingen bảy giờ như 
thể nào sau khi thoát khởi ảnh hưởng của người Do 
Thai?”. 

"oán học ở CGöttingen ư?”, Hilbert trả lời, "Thực sự 
chăng còn gì nữa."”)* 





1“ Irích trong C. Reid, fÑHhert (New York: Springer, 1970), 202. 
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Chỉ vỏn vẹn có hai mươi năm sau Thế chiến I, Thể chiến 
I[ xảy ra, tần phá thẻm một thể hẹ châu Âu nữa. Tuy 
khỏng ở mức độ nghiêm trọng như cac nước châu Âu, 
nước Mi cũng chịu tốn thất. Nhỡ chiếc phao gêm chủ 
nghĩa lạc quan và chủ nghĩa lí trởng mà nước Mi nôi lên 
sau cuộc chiến. Cũng như trong Thể chiến I, nhiều nhà 
toan học phải góp sức cho chiến tranh và chuyển qua các 
lĩnh vực toán học có tính áp dụng tức thời hơn cho chiến 
sự. Họ đóng vai trò lớn trong việc phát triền rađa, bom 
nguyên tử và năng lượng hạt nhân, mã hóa và giải mà, 
máy bay phản lực và khí động lực học. Một mặt, việc 
tham gia vào chiến tranh đã lấy đi sự trong trắng của các 
nhà toán học, nhiều người sau đó bị ám ảnh tâm can do 
sư vi phạm đạo đức qua những gì mà họ sản xuất ra. Mặt 
khác, không ai có thể nghỉ ngờ hiệu quả của toán học và 
khóa học, và thành công của các nhà toán học đã làm 
tăng mốt lượng không lề số tiễn dành cho nghiên cứu. 
Quy Khoa học Quốc gia (Mi) được thành lập năm 1952 
với nhiệm vụ hồ trợ khơa học cơ bản. Các cơ quan khác 
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cua chính phủ liên bang Hoa Kì bắt dâu tai trợ cho khoa 
học và toán học. 

Bình sĩ giải ngũ tran ngập trong các trường đại học 
của ca nước Lhông qua chương trình GL Bï1P”, tạo nên sự 
bùng ĐỒ miao đục đại học lớn nhất kể từ thời nội chiến. 
Một cách đặc trưng rất Mĩ, những tầm nhìn thông thái 
phải cạnh tranh với sự thiển cận man rợ. KẾ hoạch 
Marshall ủng hộ việc xây đựng lai châu Âu, va một quyết 
định của tòa án tôi cao cảm sư phán biệt trong các trường 
học công của Mi, mở va sự hứa hẹn chưa từng có cho 
phép trẻ em mọi sắc tộc, mọi giới tính, thuộc bắt kì nên 
tảng kinh tế nào được quyền Liếp cận giáo đục tiểu học và 
trung học hạng nhất. Chiến tranh lạnh bất đầu và Ủy ban 
Hoạt động của lla viện MT” đe dọa đập tắt sự tự do 
trong tư tưởng. 


BỒN CHIỀU VÀ ĐA CHIỀU HƠN NỮA 


"1` ¿⁄ , ˆ - = £ ` ` 

loán học cơ bản không tĩnh lặng - nhất là trong ngành 
topo học - như là vẻ ngoài thoáng qua. Các hoạt động 
toán học vẫn điễn ra nêu ta quan sát một cách đủ cân 


thận, nhưng chiên tranh đã cất đứt mọi mới đây liền hệ. 


" GIL B1: Chương trình hòa nhập cộng đồng dành nêng cho các 
binh sĩ MĨ xv va giai ngũ, cũng cấp chỉ phí học đại học hoặc học nghề 
cũng một năm trư cập thắt nghiệp (ND). 

°®* 1y ban Hoạt động của Hạ viên MỊ (House Ln-American 
Actvidies Commitlee). tồn tại từ năm 1938-1975, một nhản chức 
năng của nó được chuyển vào Ủy bạn Tư pháp (ND). 
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Các cả nhân vẫn tiếp tục tự đuy vẻ toán học, nhưng phải 
mất thời gian đề mọi thứ quay trở lại Bình thưởng, cũng 
như để cho cuộc sòng và các trường đại học được tái thiết. 

Đề vờ vào cuối những nám 1950. Đến năm [960, 
chúng ta đứng giữa thời đại có năng suất và mang tính 
bùng nổ cao nhất của quá trình phát triên tr tưởng toán 
học trong lịch sử loài người. Không gì có thể sánh được 
VỚI nó: cho dù đó là các cùng điện Babvlon, hay là các 
trường phái của người Hi Lạp ở Athens và Alexandria, kế 
cả trào lưu Phục hưng hay Khai sang ở châu Au hoặc 
nước Đức của thế ki 19. Sự phát triển bung nỗ xảy ra trên 
toàn thế giới, ở hậu hết mọi lĩnh vực của toán học, Các 
lĩnh vực cót lỏi như hình học, topo học, đại số, và giải tích 
phát triển cực mạnh, các bộ môn mới giáp ranh cũng như 
các ngành nhó bền trong những ngành này phát triển rìfc 
rỡ thành các lĩnh vực mới vơi nhiều phương pháp đây 
quyền lực và nhiêu kết quả ngoạn muc của riêng chúng. 
Tiến bộ này nói tiềp tiến bộ kia trong khoa học tính toán, 
khoa học thông tin và toán học ứng dụng; và được tiếp 
sức bằng sự phát triển lớn mạnh đáng kinh ngạc của kiến 
thức toán học. 

Kế từ góc nhìn topo học và phỏng đoán của Poincaré, 
phat hiện bắt ngờ của John Milnor năm 1956 đường như 
là sự kiện kết nh những thăng trầm. Milnor nhận băng 
cử nhân từ Princeton năm 1951, bằng Hến sĩ năm 1954, và 
tiếp tục ở lại làm piàng viên. Khi còn là sinh viên, ông đã 
giải quyết mội vấn đẻ tồn đọng lâu năm về các múi thất 


toán học (các đường cong khép kín trong một không gian 


http://tieulun.hopto.org 


339 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


ba chiều). Người ta kế lại răng óng đá tưởng nhằm đây 
là một bài tập vẻ nhà. Một vài năm sau, năm 1956, lúc 
chưa đảy 35 tuôi, Milnor sử đụng một vải công trình mới 
ra đời, văn chưa được hệ thông hóa của nhà toán học 
người Pháp Renẻ Thom, đẻ chỉ ra rằng có cac cách khác 
nhau về cơ bản đẻ làm giải tích trên một hình cầu bảy 
chiêu. Điều này thu hút trí tường tượng cửa cac nhà toán 
học ở khắp mọi nơi, và mở ra một thể giới hoàn toàn mới. 

Hãy để tôi giải thích một cách ngắn gọn. Cũng giếng 
như sự tổn tại của không gìan Euclid với số chiều bất kì, 
cũng tồn tại các hình cầu với số chiều bất kì. Mặt cầu hai 
chiều thông thường có thể được xem như là tập hợp các 
điểm có khoảng cach không đôi, ví dụ như một đơn vị dài 
tính từ gốc của khóng gian ba chiều; và khối câu bậc ba là 
tập hợp các điểm có khoảng cách đơn vị kể từ gốc của 
không gian bốn chiều (Để không gian bến chiều bớt đi vẻ 
hư ảo, hãy nhớ rằng một điểm trong không gian bốn 
chiều được quy định bởi các bộ bốn số, và không gian bốn 
chiều chỉ là tập hợp của tất cả các bộ bốn số thực.). Tương 
tự, hình cân bậc bảy là tập hợp của tất cả các điểm có 
khoảng cach đơn vị kể từ điểm gốc của không gian tám 
chiêu (không gian tạo bởi tắt cả các bộ tám số thực) hay 
của bất kì tập hợp nào đồng phôi với không gian đó. 
Cũng giảng như các trường hợp của các hình cầu hai 


chiều bay bà chiếu, hình câu bảy chiều tôn tại độc lập với 


## Nadr chỉ ra rằng tổng độ cong của một nút thất không tương, 
đứng với một đường tròn không thắt nút là lớn hơn 4. Kết quả 
nay đưdc xuất bản trong biển niên sử: J. Minor, "Ôn the Total 
Chrvature of Khadts," A0101S öƒ Miathiematics 52 (1950): 248-357, 
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không gia Eucld mà nó nằm bên trong. Nói chung, đối 
vơi bất kì số nguyên dương 0 nào, một hình cầu ø chiều 
(hay hình cảu bậc øn) là bắt kì tập hợp nào đồng phôi với 
tập hợp các điểm có khoảng cách không đối so với điểm 
góc của không gian Euclid có sô chiêu nhiều hơn một so 
VỚI nó. 

Bất cứ khi nào ta có một đa tap, ta cũng có một lớp 
các đối tượng toán học khác, gọi là các hàm số, trên đa tạp 
này. Miột hàm số là một quy tắc bất kì gán các con số cho 
các điểm khác nhau trên đa tạp đo: các phép gán khác 
nhau cho ra các hàm só khác nhau. Vi-tích phân là môn 
học nghiên cứu các tÓc độ thay đối, gọ! là các đạo hài, của 
các hàm số. Nó nghiên cứu các hàm số thay đối như thế 
nào, và làm thé nào để xác định một hàm số nếu ta biết 
các tóc độ thay đôi của nó. Có một phương pháp chính 
tác để tính vi-tích phân trên không gian Eucld. Va, bởi vì 
hình cầu bậc bảy là một tập hợp con của không gian 
Eucld tám chiều, cho nên cũng tôn tại một phương pháp 
tính toán vị tích phân hoàn toàn đã được định nghĩa trên 
nó. Ta định nghĩa các tốc độ thay đổi của các hàm số và 
các đạo hàm của các đói tượng khác chỉ bằng cách xem 
xét chúng trang không gian tám chiều lớn hơn. 

Tuy nhiên, theo một cách cũng trưu tượng và trong 
tỉnh thần hệt như của Riemann khi ông đã nhận xét rằng 
hình học bất nguồn từ một cấu trúc bỏ sung cho phép 
định nghĩa khoảng cách trên một không gian, tất cả 
những gì ta cần làm để tính toán vị tích phân là một định 
nghĩa nhất quán của sự thay-đổi ở cắp-độ-đầu-tiên: hay 


tính chất tuyến tính có nghĩa là gì. Hai quan sát viên phải 
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đỏng thuận vẽ điều được gọi là tính thăng. Bắt cứ mội sư 
đông thuận nào như vậy đều được gọi là côu trúc kha 0ì 
(điferentiaDle structure). Milnor đã phát hiện ra rằng có 
các cầu trúc khả vĩ khac nhau trên hình cầu bậc bảy.” Cá 
thể có hai hình cầu bặc bảy đẳng phối, nghĩa là, giữa 
chúng có nìệt phép tương úng, một-mót mạng tính liên 
tục, nhưng chúng không thê lên hệ với nhau bằng môt 
ánh xạ một-một mà tốc độ thay đối của ánh xa này được 
xác định ở khắp nơi và khác không. Thay vì chỉ có một thì 
có đến 28 cach để tính toàn vi-tích phân trên hình cầu bậc 
báv, tất cả đêu khác nhau và tất cả đều không tường 
đương với nhau, 

Lập luận của Milnor thật là ngoạn mục. Ong đa gộp 
tobo học vả giải tích lại một cách hoàn toàn bắt ngờ, trong 
khi làm điều đó ông đâ mỡ ra lĩnh vực topo ví phần. 
Ngoài ra, Milnor là một trong những cấy bút toán học lịch 
đuyệt nhất mọi thơi đại, Văn xuôi toán học của ông đơn 
giàn, khúc chiết, và cực kì đẹp để Văn phong của ông 
trong toán học cá thể so sánh với Ilemingpway trong tiếng 
Anh hay của Sumenon trong tiếng Pháp. Bài báo của ông 
điển đạt chỉ tiết các câu trúc khả vì khác nhau trên hình 
câu bảy chiều chỉ gói gọn trong b trang giấy. Nó chứa dây 
những nhận thức sáng chói .*“ Ông sử đụng một kĩ thuật 


—" Hai câu tiúc khả ví trên các đa tập đồng, phối là tượng đương 
nếu có một phép đồng phôi giừa các đa tạp sao cho phép đồng 
phối này là khả vị về mọi hướng (nghia là, đối tượng đó và phcp 
ngbịch đào của nó có đạo hàm xác định ứ mọi điểm.), 

=LT Milnor, Ơn ®Ianifolds Homeomorphie to the Z-Sphere”, zUnnls 
G( A101ieHtalics bà (1956): 399-105, 
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cực ki đơn g)ản dẻ xav định một đa tấp cô phai íä hình 
cầu hay không”” và nghiên cứu câu truc khả vị bằng cách 
nghiên cứu các đa lap lam chiều rnả biến cúa chúng là các 
hình cần đang được chúng nội tới. 

Khám phá của M[inor lứm bụng ra một cơn lũ các 
công trinh sau đo, mãi Kết quả sat ngoạn mục và gây ngạc 
nhiền nhiều hơn kết quả trước. ÍE năm sau, Stephen 
Smale ở Berkclev, sứ đụng những lập luận bắt nguồn từ 
Poincaré, nhưng được hoàn thiện bởi hai nhà topo học 
người Mi Marston Morse, Milnar và bởi nhà topo học 
người Nga Lev Pontrvagin, để chứng minh mệnh đề 
tương tự với giả thuyết Poincaré cho tắt cả hình cầu năm 
chiều hoặc có số chiều nhiều hơn. Chính xác hơn, ông đã 
chứng mỉnh răng với bất kì số chiêu m nào lớn hơn bốn, 
một đa tạp n-chiều đơn liên không bien, không kéo đài 
đến vô hạn, và có cùng tính đồng điều như hình cầu 10- 
chiều, đều là một hình cầu ứ chiều (Hãy nhớ rằng đơn liên 


có nghĩa là mỗi vòng lặp trên nó có thể có rút thành một 


¬¬^^ 


Ví dụ, Milnor chỉ ra rằng các đa tạp mà ông đang xem xét là các 
hình cầu bằng cách tìm ra mội ham số trên đó có hai điểm tới hạn, 
đó là hai điểm mà tại đó tốc độ thaày đổi bảng Không vẻ muội hướng, 
Người ta đã biết đến trong mặt thời gian đài rằng bắt kì hầm só hiến 
túc nào trên một tập bị chân dẻu có piáa trị lớn ñhắt và ahd nhát. 
Nếu, thêm vau đó, hàn số khả ví thì điểm cố gia trị lon nhất và nhỏ 
nhất phát là điểm tới hạn của hàm số: điểm mà tại đó tốc độ thay 
đổi cửa hàm số trên mới hướng đều bằng không. Sâu hưn và ít rở 
rau lượn la, nếu bạn có một hàm số trên một đa tạp compaec có dạo 
hàm ở khắp nơi và nêu nó chỉ có hai điểm tới hạn thì đa tạp đó 
phát la bình câu. Dữ kiện này có vẻ kì lạ. Nhưng đưới bàn tay 
Mithoc, nó trở thành một công cụ chủ đạo. 
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điểm: theo ngôn ngữ của Poincaré, nhóm cơ bản của nó là 
đồng nhất thức.). Poincaré đặt nghi vấn liệu có thế khẳng 
định hay không mọi đa tạp ba chiều đơn liên, khòng biên 
và không kéo đai đến mãi mãi đều chính là một khối cảu 
ba chiều. 

Lí da để cho tuyến bố ban đầu của giả thuyết 
Poincaré có vẻ đưn giản hơn mệnh đề tương tự mà Smale 
đã chứng minh được nằm ở chế, Poincaré đã chỉ ra rằng, 
tính đơn liên trong ba chiều dẫn đến việc tính đồng điều 
của đa tạp đó gióng với tính đồng điều của mội khỏi cầu. 
Điều này không đúng khi số chiều lớn hơn ba và cân phải 
được giả định. 

Smale cũng chứng mình một kết quả quan trọng giúp 
liên hệ các tính chất của hai đa tạp là biên của một đa tạp 
có số chiều nhiều hơn chúng một chiều, Điểm này khiến 
cong việc của Thom di xa hơn nữa. Christopher Zeeman Ở 
Anh, Andrew Wallace và John StaHings ở Mi đưa ra các 
chứng minh rất khác nhau. Các nhà toán học m ra được 
các đa tạp không có cầu trúc khả vi,”*` cũng như là rất 
nhiều đa tạp khác mang nhiều cấu trúc khả vi khác nhau. 

Không gian nhiều chiều dã đến với chúng ta. Ta có 
thể nghi rằng, việc thiết lập vác phiên bản nhiều chiều 
hơn của các kết quả và các phỏng đoán ở ba chiều sẽ kho 
khăn hơn. Ba chiều chắc chắn là khó nắm bắt hơn hai 


- ^ˆ -À .A xã Ñ 5Š z z 
chiều. Thêm nhiều chiều hơa sẽ làm cho mọi thứ khó 


— M, Kervaire, "Á Manifold Which I2oes Not Admit and 
Eifferentiable Structure”, Conmunemnri NlalieittaHcL lielocHcr 34 
(1960): 257-70. Ví dụ của Kervaire thu được từ một hình câu chín 
chiêu tuyệt đẹp. 
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hình đuùng hơn. Sự đa đạng tuyệt đối của các đa tạp khác 
nhau và tính chất của chúng tăng lên bội phần khi số 
chiều tang lên. Nhưng lợi thế đổi lại là ta sẽ có nhiều khả 
năng hơn: những, 6ì ta thiếu sót trong trực giác hình học 
được đến bù một cách hơn cả thỏa đáng bằng các khả 
nãng mới của việc có thể tưởng tượng các hàm số có biều 
hiện xấu, và các đổi tượng toán học bắt kì gân với chúng, 
bảng các đối tượng khác đơn gian hơn mà lại có nh chất 
đẹp để hơn. Các nút thắt trong một đã tạp có thể được 
làm mượt dì, và các điểm tới hạn của các hàm số có thể 
được trượt )ại một điềm khác và thường triệt tieu lăn 
nhan. 

Phương pháp của Smale đúng với các hình cầu năm 
chiên và cao hơn nữa nhưng lai bị phá vỡ hoài toàn 
trong bốn chiều, chứ chưa căn phải để cập đén ba chiều. 
Giá thuyết Poinearé cho các hình cấu bón chiều được 
chứng mình hai mươi hón năm sau, vào năm 1982, bởi 
Michael Frecdman, lầm việc tại Đại học California ở San 
Dicgo, hiện nay lầm việc cho Microsoft, bằng cách sử 
dụng các kĩ thuật hoàn toàn khác. Ông đã có thể phân 
loại được tắt cả các đa tạp bỏn chiều compac đơn liên. 
Freedman lầm việc trong vòng tám năm để đạt được kết 
quả này của ông, Roh Kirbv, của Đại học Berkeley, đã 
nhận xét trong tạp chí Secrenc¿, “Tốt nghĩ đầy là một trong 
những cồng trình toán học đáng yêu nhất mà tôi đã từng 
thầy. Nó chứa đựng một yếu tố độc đáo. Nếu Freedman 


3 Điểm tới hạn của một hàm số là điểm mà tại đó mọi đạo hàm của 
nó đều bằng không. 
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khong giải quivếL được nó, tôi nghĩ rằng sẽ không ai lầm 
được việc đo trong một thời gian đài." Khi kĩ thuật tính 
toán của Freedman được kết hợp với công trình cũng rât 
tuyệt vời của Simon Donatdson từ (Oxtord, người đang 
khảo sát một số phương trình thất định bắt nguồn từ các 
đạng vật lí tn tại trên tất cả đa tạp bốn chiều, và một số 
các kết quả khác thậm chí tuyệt vời hơn theo sau ra đời. 
Hóa ra là, có một số lượng vô hạn các câu trúc khả vi 
không tương đương nhau trên không pian bậc bến! Nói 
cách khác, có vô số các cách khác nhau để tính toán vi- 
tích phân trong khóng gian bậc bốn. Điều này trái ngược 
với tất cả các không gian có số chiêu khác bốn: đối với số 
chiều bất kì nào khác bốn, chỉ có một câu trúc khả vi trên 
không gian có tính chất của một Không gian Euclid của số 
chiều đó (có nghĩa là, trong không gian của bộ-r số thực, 
" )À sò nguyên dương bất kì khác bỏn). 

Giữa thập niẻn sáu mươi, các hình cầu có cấu trúc 
khả vị không tiêu chuẩn, hay còn được gọi là các "hình 
cầu kì lạ" của Milnor, được khám phá chỉ xuất hiện ở gần 
điểm kì dị của các tập hợp xác dịnh bởi các phương trình 
cực kì đơn giản. Điểm kì đị là các điểm tại đó mọi đạo 
ham (nghĩa là tốc độ thay đổi) bằng không, đã từ lâu thu 
hút sư chú ý của các nha toán học. Hoàn toan bị bất ngờ, 
các nhà toán học từ hầu hét mọi quốc gia ở châu Âu, Việt 
Nam, Án Độ, Ức, Canada, Brazil, Liên Xô, và Mi bắt đầu 
đùng các kĩ thuật phát triển tử topo vi phân và topo đại 
số để nghiên cứu các nghiệm của các loại phương trình 
khác nhau, Milnor viết thêm một số kết quả áp dụng cho 
các đa thức, và bổ sung nhiều hơn nữa, trong một cuôn 
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sách ngắn, cực kì tao nhã, và đã trở thành kinh điển chỉ 
sau một thời gian ngắn." Thom áp dụng topo học để 
nghiên cứu sự thay đổi trong các quá trình sinh học.” 
Các nhà hóa học, vật lí học cũng bất đầu áp dụng ngành 
topbo học vào nphiên cứu các khuyết tật của tĩnh thể và 
các hiện tượng khác. Trong những năm 1980, topo học 
xuất hiện với tần suất ngày một tăng trong các lí thuyết 
nhằm liên kết cơ học lượng tử và thuyết tương đôi rộng. 


PHÒNG ĐOÁN POINCARÉ TRONG KHÔNG GIAN BA CHIẾU 


Phi lí thay, bất chẵp sự bùng nổ của các khám phá toán 
học, người ta vẫn chưa tìm được lời giải đáp cho phỏng 
đoán nguyên bản của Poincaré. Các đa tạp có số chiều lớn 
hơn ba từng có vẻ bí hiểm. Đén năm 1982, người ta đã 
biết rằng bắt kì đa tạp lớn hơn ba chiều nào chia sẻ một 
vài đặc trưng chung với một hình cầu thực ra cũng là một 
hình cầu. Nhưng, hãy bỏ qua những thứ lớn hơn ba chiều 
đó. Vậy còn ba chiều thì sao? Vũ trụ là một đa tạp ba 
chiêu. Chúng ta đang sống trong đó. Nếu mọi vòng lặp 
trong nó đều có thể được co rút thành một điểm, liệu nó 
có phải là hình cầu không? 

Thật khó có thể nghĩ ra được một câu hỏi nào khác 


đơn giản hơn về vũ trụ. Không giống như những khám 


ˆ* ]J, Milnor, Smeular Points öøƒ Complex Flụperstrfaces (Priyceton: 
Irtncetoi\ Dmiversity Press, 1968). 

~" là, Thorn, ÀÁ{Íathematical X1odels oƑ Mlorphogenesrs, bản dịch trếng 
Anh của W_.M. Brookes (New York: Halsted Press, 1983). 
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phả mới về đa tạp nhiều chiều hơn, nó không đòi hỏi một 
hệ thống kĩ năng toán học phức tạp để hiểu. Thậm chỉ từ 
góc độ tâm lí, tình hình còn tôi tệ hơn, bởi vì có một số 
phương phản tiếp cận giả thuyết Doincaré có sức hấp dẫn 
và tỏ ra hết sức hứa hẹn.*? Cho đến những năm 1960, đã 


—' Vị dụ, một phiên bản nảng cao của phương pháp [DOehn đề nghị 
xem xét một hình khỏi có lễ thất nút. Phân ngoài của lỗ thất nút này 
trong không, gian ba chiêu là một hình xuyên đặc. Bạn có thể đản 
bình xuyên này lại tieu một cách khác để cá một đa tạp ba chiều đơn 
liên, nhưng không, phải là khối cầu bậc ba. Bạn cũng có thể viết ra 
được một biểu diễn của nhỏm cơ bản, và sau đó có gắng chỉ ra rằng 
mọi thứ sẽ triệt tiêu, chỉ côn lại phần tử đơn bị. Tính toán này cực kì 
phức tạp nhưng néu làm được, nó sẽ chỉ ra sự thông mình mà bạn 
may mãn sở hữu. Một khí mọi thứ triệt tiêu, bằng cách nào đỏ bạn có 
thể chỉ ra đa tạp này không đồng phối với khối câu bậc ba: có thể, bắt 
kì hầm số nào trên đó nhất thiết phải có nhiều hơn hai điểm tới hạn. 
Bai toãn dạng này sẽ làm bạn mắt ăn, mãi ngủ. 


Sị 
kị 
di 





Hình í- Hình khối có lỗ thắt nút. 
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có một số nhà toán học bỏ ra hai mươi năm hoặc lâu hơn 
thế để aghiên cứu giả thuyết Poincaré. Họ đã chứng 
trủnh được nhiều điều, nhưng tuyệt nhiên không ai có 
té chứng mính được giả thuyết này là đúng hay sai. 

Điều nàv không có nghĩa là không có tiến triển gì. 
Ralph Fox, thầy hướng dẫn của Milnor, và là một trong 
những nhà nghiên cứu về lí thuyết thất nút hàng đầu 
thời đó đã mời nhà toán học lúc đó còn chưa nổi đanhh 
Chrstos Papnakvriakopoulos (1914-19Z6) đến Princeton. 
Papa, như mội người thường gọi, sinh ta ở Athens khi 
Thế chiến ] nỗ ra, nhận bằng tiền sĩ từ Đại học Athens 
năm 19432* Ông tham gia nhóm đu kích chống lại sự 
chén đóng của Đức Quốc xã vào năm 1944, đạy tiểu học 
khi ẩn nâu ở nông thôn, và buộc phải ra đi vào năm 1935 
khi nội chiến xảy ra. Trong thời gian đỏ, Papa vẫn tiếp hạc 
nghiên cứu topo học ít chiều. Ông gửi cho Fox một chứng 
minh đầy tham vọng cho bố đề Dehn, kết quả ma Dehn 
tưởng là đã chứng mình được vào năm 1919, nhưng mươi 
chín năm sau, vào năm 1929, bị phát hiện là có lỗ hồng, 
Cá Dehn, người đã trồn thoát khỏi Đức trong đường tơ kế 


tóc trên đường sát liên-Siberia, “°` lẫn những người khác 


`3 luận án được Constantine Caratheadory đế ra nhằm tìm một 
cách chứng mình khác cho bất biến của các nhóm đồng điều ở 
nhức đơn hình, một kết qua đã được chứng mình đâu tiên bởi 
Alexander. 

—” Dehn đến Mĩ năm 194 niưưựng gáp khá khẩn trong việc lim một 
vị trí giảng đạy tÔng đạy ở Đạt học Idatto, Viên Công nghệ Tllinois 
và Đại học St. John trưếc Khi tru lát đ Đai học Black Nfouinftain, một 
học viện thực nghiêm trên đầv núi bang Bắc Clatolina, cực kì nồi 
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cùng chua thể sưa chữa được sat sót đo, Fox tìm ra mội lôi 
trong chưng mính của Papa, nhưng văn rất ân tượng. 
Nhờ Fo^ thúc gục, Papa đèn Princeton vào năm 1948 và 
không bao giờ trỏ về Hi Lập ngoài trừ một thời gian rất 
ngăn khí cha ông mất nấm 1952. Cơ quan an nính Hi Lạp 
truy đuôi ông đến tận MI, cố gắng thuyết phục cơ quan 
nhập cảnh Mi trục xuất ông. Nhơ Prmeceton úng hộ, ông 
có được một phụ cấp nhỏ và một văn phòng để làm việc. 

Sư đày ngó cua Princeton được đên đáp xứng đáng. 
Papa chứng mình một kết quả quan trọng gọi là định lí 
01g lặp vào năm 19357, theo sau là chứng mìính cực Kì 
khéo léo (và chính xác) cho bỏ để Dechn.*" Papa đã sử 
dụng một cầu trúc mới, nay được biết đến với tên gọi là 
cấu húc tháp, gỡ bỏ những khó khăn trước đó một cách tài 
trình, Những nghiên cứu sinh tại Princcton vào thời gian 
này đã đùa giỡn bằng cách viết những khổ thơ hài hước 5 
cảu vẻ các nhà toán học trong khoa. Mitnor là người viết 
bài vẻ Dapakyriakopoulos: 


Bồ để phản bội của Dehan 

Là tai ương của những nhà topo học 
Cho đến thời Christos Papa | 
Kvyriako 


Poulls chứng mình nó không một khó khăm. 


Hồng vé nghữ thuật. đây, ông trở thành mốt giang viet được veéu 
món, va mất năm 1952 - bỗn nảtm trước kỈu tì ương, đng cửa 

ˆ"' Xem bài tổng kết C. D. Papakvriakopoulos, "Some Droblems on 
3-Iimensional Mautfolds”, BuHelhn út The AineltcU01tƠC VaHiernaHcal 
Socitli 64 (1958): 317-335. 
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Dòng cuối cùng dẻ cập đến cấu trúc tháp của Papa. 

Cuôi thập kì 19Ấ0, đường như tất cả các nhà topo học 
đều nhằm vao giả thuyết Poincaré, quyết tâm chỉnh phục 
nớ. Rudolph H. Bing, được đào tạo bởi trương phái topo 
học mạnh ở miễn Trung-Tâv Ni trương phai được tạo lập 
bởi Robert ELec Moore, sinh viên cua E. H, Moore (và cửa 
Veblen), đến Viện Nghiên cứu Cặp cao vào nằm học 1957. 
Ông nghiên cứu những trường hợp tương tự với phép 
phân tích của Dehn, theo đó, ta tạo ra các đa tạp bậc ba 
bằng cách nối các khối hình xuyến rắn thành các hình 
khỏi có lỗ thắt nút. Người ta đã từng tín rằng, trong số các 
đa tạp tạo thành đó, một số có thể cũng cấp các phản vĩ 
dụ cho giả thuyết oincare, Bíng không hoàn toàn loại trừ 
khả năng này, nhưng ông chỉ ra một số các lớp của các 
nút thất không thế tạo ra các phản ví dụ. Tuy nhiên, ông 
gần như rut lại bài báo này, bởi trong viện có những lời 
đồn rằng giá thuyết này sai. Người ta truyền tay nhau hai 
chứng mình đầy tham vọng. Nhưng cả hai đếu mắc 
những lỗi không thể sửa chữa. Một được phát triển bởi 
một nhà toán học người Nhật, được ín ân vao năm 1958 
nhưng không qua được hội đồng công nhận! Tỉ số là 
giả thuyết Poincaré 5, các nhà toán học Ủ. 

Paba đùng mọi cô gắng để chứng mình phóng đoán 


là đúng, công bố một vài kết quả thanh phân vào năm 


15] 


=! R, EL Bing, TNccessarv and Sufcient Conditions that a 3- 
Mamifold be SẺ”, 210 maÌš dt \ItleuuiHhes Ó§ (1958) 17-37. K. Koseki, 
“Pomcarésche  Vermutung ín Topologiec”, AlaHiemalitcs Jotnal of 
OkuWanui LĨnrrerxd (195R): 1-1ủe, 
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IdeA>* Cho đến khi qua đời vào năm 1976, ông đã sông 
một cuộc đòi khó hạnh, luôn đến văn phòng sớm và về 
sau Š mở chiếu, Ởng chỉ nghỉ vào buổi ăn trưa hay các 
buốt trà, thời điểm mà ông lướt qua tạp chí Nei York 
Tømeš hoặc than gia một vài buổi xê-mi-na. Nhưng cuỗi 
vùng, giá thuyétL vận đánh bại ông. Tỉ số là, giả thuyết 
[Xumearé 6, các nhà toán học Ö. 

Cuộc đời Papa được tiểu thuyết hóa trong cuốn Bác 
Đehox ta phỏng đoán Goldbach của Apostolos Doxiadis.”` 
Trong đó, Detros Papachristos, bị ám ảnh bởi một bài toán 
nổi tiêng (Phỏng đoán Goldbach, nay vẫn chưa được 
chứng minh. Bài toán nói rằng mọi số chẵn la tông của 
hai số nguyên tố, cách trình bày này để hiểu hơn nhiều so 
với giả thuyết Poincaré.). Sau một khởi đầu đầy hứa hẹn 
trên con đường sự nghiệp, Petros bỏ qua tất cả mọi mỗi 
quan hệ nhân sình đe toàn tâm toàn ý đành sức lực cho 
bài toán. Rốt cuộc, òng từ bỏ công việc học thuật của 
mình để trở về Hi Lạp, nơi mà các anh em của ông không 
bao giờ tha thứ cho òng vì đã làng phù trí tuệ, Ông qua 
đời, tự xem mình là một kẻ chiến bại vì không tìm được 
đáp án. 

Giả thuyết Poincaré thực sự la tác nhán gieo giắc nỗi 
đau Cho lới tận năm 1900, điều rõ rằng duy nhất về nó là 
không một ai có bắt kì ý tưởng gì về việc nó có đúng hay 


¬^ 


TT”, T2. PapaKvriaakopoulos “A Eeducion oi the Poimmcaré 
Conlecture tờ Groub Theorectfc Conlectutes”, Amlls ð| VÍallieimaHcs 
Z7 (1963). 250-305, 

TA, Doxiadis, Lncle Petros and Goldbaclras ConjecHơe (New York, 
London: Bloomsburv, 1992, 2000), 
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khóng. Fại một hội thao ở Geprmia năm 1961, Fox việt một 
bài báo đẻ xuất một phương pháp tim phản ví dụ khác. 
Còn Biíng viết một bai khảo sát chỉ Hết rất cần thận vào 
năm 1964, sơi ý thêm những cách tiếp cần khác nữa °" 
John Stallings thị viết một bài báo vẻ việc làm thế nào để 


^~¬~- 


không phải chứng mìnnh nó.” 

Các tiện bộ trong Không gian nhiều chiều, nếu có, chỉ 
càng làm tãng thém sự mạo luếm klú đặt cược vào giả 
thuyết Poincaré cô điển. Tuy nhiền, chúng cũng đều chỉ 
sai đường. Mặc đù sự thật về phong đoán này vẫn còn rất 
mở hồ, những năm 1980, rất nhiêu ý kiện cho rằng gia 
thuyết Poincaré là một câu hỏi thuần túy topo học, Hầu 
nhứ không ai còn mợ tưởng rằng hình học có bắt cứ múi 


liên hế gì với nÓ, 


THRURSTON 


Tuy nhiên, những nòm 1970 đã chứng Kiên sự tái sinh của 


hình học, phân lón nhờ bàn tay của một cả nhàn duy 


"1 R..H., Fox, "ConshHucfion öoŸ Simmply Connected 3-Mani(olds", 
trong M.N Font cđ, (apolovl oƑ 3-AfÍan/ollš nnữE Relaedl TopIcs 
(Englewood cChíf65, NỊ: Prentce Hai, 19a3), 3513-16, R. IL Bmg, 
"Some Aspecls of the Topoloav ae 3-Manfolds Related to th 
Poincaré Conjecture” trong TecHhurx> on \IudeH AInthemaHcs TT, ed, TT. 
L. Saatv (New York: Wiley, 1963), 93-128, 

“ST R, 5tlhngs, "How nọt to prove thế Ponmncaré Conjecture”, ta 
Tajoloe Sen VÀ )šcons0t, mail ðE À1thematics Shalres GỀ (1966): 
83.ØH Bài báo đồng thời tổn lại trên trang web của Ong, 
(hò Z2maAth,borkeley.edu/-stallì. 
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nhất, Bi Thurston. Thurston nhận bằng cử rthãn từ một 
trường khá ngược đời ở Sarasota New College năm T967, 
và bằng liến sĩ từ Berkeley vào năm 1972 đưới sự hướng 
đân của Morris Hirsch và Stephen Smale. Sau một năm tại 
Viện Nghiên cưu Câp cao và một năm làm trợ lí giáo sự 
tại MIT, ông được chí định làm giáo sư tại Primmceton năm 
1974. 

Hình học vị phân đã nở rộ trong, thê kế 20, một phần 
nhờ kết quả của sự liên hệ với thuyết tương đối rộng 
Nhưtg hình học theo các cách hiểu của Klein, Poincarẻ và 
Hilbert không có tình trạng tốt đến vậy. Thurston thay 
đổi tài cả điêu này. Ông có sức suy tưởng hình học phong 
phú nhất và độc đáo nhất sau Riemann. Thurston đã 
tướng tượng về câu hỏi thế nào là sống trong một đa tạp 
ba chiều. Chúng ta sẽ thầy gì khí ở trong một khối hình 
xuyến bậc ba cùng với một só đối tượng khác trong đó? 
Kịch thước của nó có mỗi hên hệ như thế nào đến vật 
chất của chúng ta? Tóc độ của ánh sáng có môi liên hệ 
như thế nào với kích thước của đa tạp đó? Chúng tạ sẽ 
thấy gì nêu ai đá đi ra xa khỏi chúng ta? 

Đã không một ai tưởng tượng được bất cứ điều gì 
giống như sự kết tình của bí tưởng tượng mà Kiein và 
Potncaré đã có - khi hai ông đua tài ở không gian hai 
chiều - lại có thể là khả đi trong không gian ba chiều. Mọi 
bề mát đếu có một dạng hình học tự nhiên duy nhất đã là 
một điều kỉ điệu, và mọi thứ hỗn độn tới mức khó có thể 
hí vọng; mót việc tương tự tái hiện trong không gian ba 
chiều. Có quá nhiều đa tạp bà chiều, và hình mẫu duy 


nhất có lẽ là không có hình mẫu tổng quát. Thật khó mà 
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biết phải bắt đâu từ đâu. Có nhiên là vẫn tốn tại ba loại 
hình học trong không gian hai chiều và các không gian 
mẫu mang tính đơn liên, nơi mà các loại hình học này tồn 
tại. Métric thường gặp trong không gian bậc ba thông 
thường đem lại cho nó dạng hình học mang tính phẳng 
của không gian ba chiều Euclid. Khối cầu bậc ba có dạng 
hình học khối cầu đã được mỏ tả bởi Riemann. Phản bên 
trong của quả cầu đơn vị trong không gian ba chiều có 
một dạng hình học hyperbolic bự nhiên mã Poincaré miều 
tả trong đoạn được trích đần ở Chương 10. Dehn và một 
số nhà topo học người Đức khác nhận ra rằng một só đa 
tạp bác ba compac mang một dạng hình học hyperbolic, 
và các đa tạp khác được biết là mang dạng hình học khối 
cầu và đạng hình học phẳng. Nhưng các đạng hình học 
trên các đa tạp có vẻ có số lượng ít, và phần nào điều này 
gây sự tò mô. 

Thurston tự hỏi, đối với chúng ta, thể nào là một 
dạng hình học đặc biệt đẹp. Trong không gian hai chiêu, 
một số các định nghĩa khác nhau trùng lặp. Độ cong 
không đổi là điều tương tự với việc có cùng một quy luật 
để đo độ đài và góc tại mọi điểm và theo mọi hướng. 
Trong không gian ba chiều, có một số định nghĩa khả di, 
và không phải tất cả chúng đều nhất quán với nhau. 
Không chút nản lông, Thurston đã đưa ra một định 
nghĩa bảy giờ được chấp nhận rộng rải mang tính tạm 
thời, qua đó chỉ ra rằng, có tảm và chỉ tám đạng hình 
học khác nhau trong không gian ba chiều; trái lại, chỉ có 
ba dạng trong không gian hai chiêu. Ngoài các dạng 
hình học khối cầu, phẳng, và hyperbolic, một số dạng 
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hình học lại tập khác tồn tại trên các không gian rắt đặc 
biệt.“* 

Khi còn là sinh viên, Ihurston đã đanh nhiêu thời giờ 
suy nghĩ về các ví du của các đa tấp, và các đạng hình hoc 
trên chúng. Trong luận an Hiến sĩ, ông đã nghiên cưu các 
phương pháp phân tách da tạp bác ba thành những tâm 
mỏng chồng lên nhau vÀ quần quanh nhàu theo những 
cách phức tạp. 

Việc nói về tài cá các đa tạp ba chiều có một dạng 
hình học tự nhiên thậm chí đường như là vô vọng. Thật 
đẻ để xây dựng, phản ví dụ chỉ ra rằng những điều ngây 
thơ mà người ta hị vọng vào điêu sai cả. Tuy nhiên, 
Thurstort phỏng đoán rằng bái kì đa tạp ba chiều nào 
củnø đeUt cô thể được cất nhỏ thành từng miếng, bằng 
cách cát đục theo các mặt cầu và bề mặt hình xuyến hai 
chiều mút cạch độc đáo và tự nhiên mà mỗi miếng tạo 
thành sẽ mang một trong tám đang hình học. Ông đã có 
thể chỉ ta rằng giá thuyết của ông đúng cho một lớp rất 
rộng lăn của các đã tạp bậc ba. Phòng đoán hình học hóa 
(@comectrizaton conJecture), như cách mà ông gọi, cũng 


ám chỉ đến giả thuyết Poincaré.*” 


-h Nấu ban có hái đa tập XI và N, tích của M và N, ký hiệu là MxN, 
là mót tập hợp cua các cấp có (6b) thành phần, trong đó äa nằm 
trong M và b rong N. NSN bà một đa tập. Dễ thấy rằng tích của 
Một mãi cầu hài chiếu và một hình tròn là phẳng trong mỏi chiều 
va cong Đone hai chiều kia. 1iâu hệt các tạng hình học bộ sung của 
ThurshSn nằm trong các tích, hay không gian có thể trở thanh tích 
nếu bạn cắt bỏ một bè mặt từ đa tạp. 

** Ta có thể chỉ ra tằng, bất kì đa tạp ba chiêu đơn liên nào với 
đang hình học hình cầu là đồng phối với khối cầu bắc bà, Fhiều này 
không khó (xem thêm, ví dụ như sách của Thursten hoặc Week»s), 
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Phong đoán hình học hóa đặt ra một tâm nhìn sâu 
rộng vẻ các đa tạp ba chiều, nhưng đường như có vẻ qua 
lớn và xa ngoài tầm với. Tuy nhiên, Thurston đã có thể 
chứng: mình rằng, hầu hết (theo một nghĩa thích hợp của 
Lư nay) các đa tạp bậc ba mang một câu trúc hypecrbolic. 
Điều này hoàn toàn là một ngạc nhiên. Tuyên bố tương 
tự cũng đúng đối với các đa tạp bậc hai: ngoại trừ mặt cầu 
và mặt hình xuyến, tắt cả đa tạp bậc hai (định hướng 
được) đều có một đạng hình học hyperbolic. Klein và 
Poincare đều đã biết điều này, nhưng kết quả này thường 
không được điện #Jäti theo cách tương tự. Đương nhin, 
không at nghỉ ngờ bất cứ điều gì giống như vậy có thể 
đúng đôi với các đa tạp bậc ba. 

Các ng đụng xuất hiện ngay sau đó va lạ thú vị, Vì 
đụ, một trong những hệ quả là khẳng định rằng, khu vực 
nằm bên ngoài hầu hết các nut thắt (được gọi là các phản 
bù của mút thấp trong không gian ba chiều màng một 
mềtric khiến nó trở thành một đa tai có đạng hình học 
hyvperbolc. Mặc dù các nút thắt này là vô cũng xa so với 
điểm nhìn của một người quan sát sông trong da tạp đó, 
thể tích của khu vực đó hóa ra là hữu hạn và đưa ra một 
con só mới gắn liền với nút thất. Kì bị thay, những thể 
tích đó đường, như liên hệ với tí thuyết số theo một cách 
chưa giải thích được. 

Trước công trình của Thurston, lí do duy nhất để 
nghĩ rằng giả thuyết Poincaré có thể đúng là vĩ không ai 
có thể nghĩ ra một phản ví dụ. Tệ hơn, khi ai đó có gắng 
xây dựng phản ví dụ một cách có hệ thống, thì người đó 


thường có cảm giác rằng, cháng có lì do chính đáng nào 
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cho việc chúng không thể tổn tại. Diều này hoàn toàn 
điên rổ. Sau Thurston, có thêm một lí đo nùa đề giả 
thuyết Poimecaré có thể đúng. Có lẽ mọi đa tạp bắc ba đều 
được xây đựng đựa trên các mảnh nhỏ có một câu truc 
hình học. 

Giống như Thom năm 1958, Milnor năm 1965, và 
Smale năm 1966, Thurston được trao Huy chương Ficlds. 
Đây là giải thưởng cao quý nhất mà một nhà toán học có 
thể nhận được. Nó được thiết lập bởi nhà toan học ngơi 
Canada, ƒohn Charles Fields (1863-1932). Ông đã lam Việc 
không vì bản Lhân đề thay mặt cho cộng đòng toán học 
quốc tế, vượt qua sự đc dọa tây chay của các nhà toán học 
Pháp nếu như người Đức dược mới đén đại hội năm 1924. 
Ông để lại mót phản đáng kể tài sàn của mình tài trợ cho 
mái thưởng được thiết lập sau khí ông mắt, vượt qua sự 
phản dối mạnh mẽ của Veblen, người cho rằng bản thân 
nghiệp nghiền cứu đã là mót giải thưởng, Giải đầu tiên 
được trao vao năm 1936. Dị chúc của Flields quy định rõ 
răng, piai thưởng phải được trao để khuyến khích các nhà 
toän học trẻ, Theo truyền thông, điều này có nghĩa là giải 
chỉ có thể được trao cho các cá nhân trẻ ơn bốn mươi 
tuổi tỉnh đến đầu năm trao giải, và đại hội bốn năm một 
lần điển ra, Thế chiến [E lầm tMián đoạn Đại hội Toán học, 
những Kể từ 950, giật thưởng được trao đều đặn bón 
năm mốt lần tại Đại hỏi Quốc tê Chiến tranh lạnh làm 
đầi hội được dự kiên vào năm 1982 phải đời đến năm 
1983, ở đó Thurston đòn nhận huy chương. Bởi giới hạn 
tuổi tác, đại hội naàv là xăm cuỗi củng rnà Thurston có thể 
nhận được giải thưỡng. 
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Giải thưởng đành cho Thurston làm một số người 
nhí mày tại thời điểm đó. Ong là nhà toán húc có tài 
diễn thuyết Thật không công bằng khi cho rằng ông 
không xuất bản đủ số lượng như một số người nhận 
xét. Công trmh mà ông nhận Huy chương Ficlds vẻ sư 
phân thớ (foliation) chắc chắn là mộU công trình haàn 
hảo, và được ấn bản hết sức cản thản, Tuy nhiền, âng 
xuất bản rất ít các công trình mang tính hình học một 
cách thuần túy. Chỉ có một bài bao duy nhất trong 
Bullelim ö0ƒ Amertcan MIathertatical Socicfu, và một tập g1Áo 
án tại PrIinceton được truyền từ máy p<hofocopy này đến 
máy photocopy khác, hiện nay đã có sẵn trên trang 
web. Các chương đầu tiên của tập giáo án được viết lại 
cần thận bởi vài nhóm các nhà toán học, và được in 
thành một cuốn sách có sức ảnh hưởng, hiệu đính bởi 
Silvio Levy.** Mặc dù Thurston viết ít, các sinh viên và 
những người cộng tác của ng cóng bé số lượng không 


` 
^ 


lô. 


Thurston quan tâm đến tính xã hội đặc biệt của cộng 
đồng toán học nhiều hơn hầu hết các nhà toan học khác. 
Ông viết về những hỏi tiệc Khi vó tình làm ngừng trệ hơn 


một thập kỉ nghiên cứu sự phân thớ của các ởa tạp. Các 


—S W, P. Thunton, Three-Dhnensyonal Gel) ni Topoloey, vol 1, cdited by 
S. Lcvy (Iruinceton: Pnnceton Lnwecrity Pross, 1997), Tập giáo án tại 
Prnncecton (W. P. Thunfon, “hư Cceometry and Topoloey of Threc- 
Manifolds") năm lên trang Wcb, của Viện Nghiên cứu Khoa học 
Toán tại Berkeley: www.msri.org/publicalons/books⁄gt3nw. Cả cuốn 
sách và tập giáo án đều tuyết vời, 


http://tieulun.hopto.org 


35O GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


nhà toán học khác 1t thành tựu họn ông, nhận ra khả 
năng cua ông, gia định rằng Ông sẽ làm sáng tỏ những 
vấn để chính, và đo đó từ bỏ lĩnh vực này. Họ tìm các lĩnh 
vực khác để chứng tỏ bản thân. Thay vì thúc đẩy việc 
nghiên cứu phân thơ, Thuụtrston 1o lắng rằng ông vô tình 
làm na ngừng trẻ. 

Mặt khác, anh hưởng của óng trong hình học thật phi 
thường. Se là bình thường néu ta đề cập đến các nhà hình 
học hay tope học đã thay đòi toan bộ cách tư đuy của họ 
vẻ một tập hợp các ván đẻ sau khi trò chuyện với 
Thurston. Những ý tưởng của óng đã hoàn toàn cách 
mạng hóa tư đuy của chúng ta vé các đa tạp bậc ba, mà 
ngay cả những người chưa bao giơ gặp ông cũng thường 
xuyên sử dụng các khái niệm và ví du mà ông là người 
khởi xướng. Các nhà toán học khai thắc mạnh mẽ các ý 
tưởng hình học, đến nỗi khiến cho lĩnh vực tòpo học của 
các đa tạp bậc ba xuất hiện một số lượng lớn - từ trước tới 
nay chưa từng nhiều như thế - các nha nghiên cứu trẻ 
đem các phương pháp hình học vào các bai toán topo và 
đại số. 

Thurston đã đóng góp cho nền toán học, cho việc dạy 
học, cho phương pháp tư đuy đạy và học toán nhiều hơn 
bắt cứ nhà toán học nào có cùng trình đò với òng, có cùng 
độ tuôi tương đối trẻ như ông. Bài báo gây ảnh hưởng 
cúa Ông về trị thức toán học đã đem lại nhiều quan sát 
sâu sắc và đặt ra nhiều câu hỏi thú vị hơn bắt kì một bài 


báo nảo khác có độ đài tương đương về giáo dục toán 
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học.” Quan điểm của Thurston, mặt khác, gây ra mọi 
cuộc tranh luận rất sôi nòi tron công đẳng toán học vẻ 
chứng, minh và trực giác.”*' Những cuộc tranh luận này có 
thể là cót mốc đánh dẫu sự kết thúc thể kì hiện tượng, 
đồng thời gợi nho lại cuộc trao đối giữa Poincaré, Hilbcrt 
và những người khác một thế kỉ trước vẻ bản chát của 


chứng mình và trực giác. 


HAMILTON VÀ DÒNG CHẢY RICC| 


Công, trình của Thurston lầm búng lên sự hồi sinh mạnh 
mẽ của các công trình hình học. Các câu trúc hình học 
theo phong cách của Thurston đường như xuất hiện ở 
khắp mọi nơi, Những bàt biến của các đa tạp có đạng 
hình học hyperbolic bát đâu đóng một Vai trò quan trọng 
trong topo học và hình học đại số. Tuy nhiên, không một 
ai biết, làm thể nào để đạt được sự tiễn triển xa hơn trong 
phỏng doán hình học hóa của Thurston. Một số phương 
pháp được đề xuất, như, các trở ngại cũng ngoài sức 
tưởng trượt. 

Một vài ý tưởng hứa hẹn đến từ giải tích. Vào đầu 
thập Mi 1980, một số người bắt đầu nghiên cứu liệu điều gì 


TW, [hurston, “Mathcmatrcal Educatten", Naffces öỆ the ÀneHcnn 
AlattytraurHeal Soctefi/ 37 (1990): 8344-50 

” Xem A Taffe and E, CQuínhn, "Theoretical MaHiemattcs: owards a 
Cu ltural Synthests oL Matlemalics and Theoretrcal Physics”, Buletin 
ðƑ to Amierian XHHhemaheal Sociel/ 29 (1993): 1-13, Aad N-P. 
Thursten, "Ôn Proof and Proercss t1 Mathematics", BulleHni o£ thé 
-Verican NIathcMiaHenE Socreftr 30 (199341: 161-77, 
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sẽ xảy ra khi ta lấy một đa tạp với niột mêtric Riemann và 
có găng cải thiện nó bằng một só quá trình làm trờn các 
cực điểm của độ conz. Ví dụ, nêu độ cong lớn ở một điểm 
cụ thể theo mót hướng cụ thể, ta có thể cỗ gắng làm giảm 
bớt nó theo hướng đó, và tương tự nêu nó có vẻ thấp, 
người ta có thể có gắng để làm tăng no. Với sự may mắn, 
ta có thể biến dạng những vật thể xung quanh để độ cong 
theo mọi hướng tại điểm dó và các điểm lân cận nó trở 
nên giống nhau. Nếu may mắn hơn nữa, có lẽ toàn bộ các 
khu vực của đa tạp đang được xem xét có hề khai triển 
thành một trang những dạng hình học của Thurston, và 
người ta có thể tìm thây một phương pháp riêng, thông 
qua đó thiết lập phỏng, đoán hình học hóa trên đa tạp đỏ. 
Khó khăn là, lầm sao có thể tìm được một phương pháp 
có thể kiểm soát một cách giải tích để xác lầp nên tảng 
cho ý tưởng: này. 

Đầu thập kỉ 1980, Richard Hamilton đẻ xuất một cách 
tư duy một đa tạp có một metric Riemann như thể nó 
được làm bằng kim loại, nói cách khác, có nhiệt độ biến 
đổi. Điều gì sẻ xây. ra, nêu chúng ta để mội đòng chảy 
cong từ khu vực có độ cong lớn hơn xuống vùng có độ 
cong thấp hơn, giống như luỗng nhiệt từ nơi âm đến các 
nơi lạnh hơn? Điều này dẫn đến việc thay đổi các mêtric 
trong một không gian sao cho cac khoảng cách giảm một 
cach nhanh nhất đọc theo các hướng mà theo chúng độ 
cong là lớn nhất.”! 


?!' Có nhièu cách khác nhau để điễn giảt cách mô tá nay thành tập 
hợp các phương trình. IÍamilton xem xét tensor độ cong Ricci (Ricci 
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H?nh 4) Richard Hamilton 


Để tính toán quy luật mô tả sự lưu chuyển của các 
luỗng nhiệt từ các vùng âm hơn tời các vùng lạnh hơn, ta 
số thẻ chỉ rõ rằng, nhiệt độ dịch chuyển về phía giá trị 
trung bình của các nhiệt độ ở lân cận một điểm trên một 
hình câu nhỏ. Toán tử đẻ tính các giá trị trung bình như 
vậy trên các hình câu nhỏ được gọi là Laplacian. Phương 
trình niuệt biểu diễn cụ thể tỉ lệ thay đối của nhiệt độ theo 


thời gian, nó tỉ lệ thuận với đối số của Laplacian (Mội 





curvature tensor), là một công cụ ta có được khi lẫy trung bình một 
vài mảnh nhất định của tensor độ cong Riemann. Bởi vì bạn có thể 
tình được tensor Riermann từ đạo ham bậc ruột và bặc hai của 
Ee1iSor tetTIC EenSOFr ð! , bạn có thể tính được tensor Rícci theo cùng 


cách như vậy. Dong chảy Ricct được chỉ phối bởi phương trình £g,, 
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cách tinh cờ, chính cùng một cơ chế tính toán đó, mà các 
phương trình của Black-Scholes ra đời, chúng mô tả quy 
luật định giá cho các lựa chọn trên thị trường tai chính. 

Người ta muốn có được một điều gì đó tương tự với 
phương trình nhiệt cho độ cong, Để viết ra một phương 
trình co nghĩa, ở cả hai về của phương trình đó phải là 
những đổi tượng toán học có cùng thế loại. Đối với 
phương trình nhiệt, cả nhiệt độ lẫn tốc độ thay đối của nó 
đều là những con số. Nhưng tốc độ thay đối (đạo hàm 
theo thời gian) của một mềẽtric Riemamn lại là một đói 
tượng toán học - đối tượng nay gán chø mỗi mặt-phẳng- 
hướng tại mọi điểm một can số. Hơn nùa, nó phải độc lập 
với cách chọn các toa độ, bởi vì mêtric của liemann cũng 
có tính chất này. Còn nhớ, ở Chương 7, chúng ta đã thảy 
ráng độ cong của Riemann là một đói tượng như thế. Con 
sò được gán cho mỗi mặt-phăng-hương phản ánh tống 
các góc của các tam giác trắc địa nhỏ và liếp xúc với mặt- 
phẳng-hướng đó chệch ra khỏi 180 độ như thẻ nào. 

Vậy, ngoài ra, con những đối tượng toán học nào 
khác nữa - gán một giá trị cho mỗi mặt-phẳng-hướng tại 
mỗi điểm - cũng độc lập vơi cách chon hệ tọa độ? Về cơ 
bản, chị có hai. Một là tezsoz Riccr, được rút ra từ tensor 
của Riemann bằng, cách tính trung bình các tổ hợp khác 
nhau của những độ cong theo các hướng khác nhau. Đối 
tượng kia là “độ cong vô hướng” (trung bình của các độ 
cong theo mọi hướng) nhân với tensor-độ-corig-Riemamn. 
Vì thể, đề có được một toán tử tương đương với phương 
trình nhiệt, vẻ cơ bản, lựa chọn duy nhất là việc xác định 


rằng, dạo hàm theo thời gian của mêtric Riemann tại mỗi 
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diem là tỉ lệ thuận với đối số của tensor Ricci. Đó chính là 
điều được gọi là đòng chảy Ricci. Hamilton đề nghị nghiên 
cứu cách thức mà các đa tạp biến đối dưới sự chỉ phối của 
đòng chảy Ricci, như la một phương pháp để giải quyết 
phóng đoán hình học hóa. Chính chủng là những 
phương trình mà Perelman đã viết lên trên bảng khi bắt 
đầu bài thuyét trình của anh tại MIT. 

Cac phương trình đòng chảy lŠicci của Hamilton là 
một loại phương trình vi phân, được biết đến như là một 
phương trình vi phân từng phẩn. Phương trình vi phân 
từng phân là một phương trình trong đó ta chỉ rõ tỉ lệ 
thav đổi ở các điểm khác nhau của một đối tượng, toán 
học chưa biết nào đó, và từ đó người ta tìm kiếm đối 
tượng đó như là một nghiệm. Những nghiệm của 
phương trình vi phản từng phán la các đối tượng có tỉ lệ 
thay đổi như mong muốn tại mọi điểm theo mọi hướng. 

Hầu hết các phượng trình trong ngành vật lí toán học 
là phương trình ví phân từng phần. Các phương trình 
Maxwell thống nhất điện trường và tr trường băng cách 
thiết lập các phương. trình vi phân từng phân mô tả điện 
trường, từ trường thay đối và tương tác - như là một hàm 
số của các điểm và các hướng trong các trường đó - từ 
điểm này đén điểm khác như thế nào. Các phương trình 
của Einstein - liên kết vật chất, độ cong không gian, và 
trọng lực - là các phương trình vi phân từng phần. Những 
phương trình chỉ phối dòng chảy và đân nhiệt, và cả 
phương trinh Schrỏdinger trang cơ học lượng tử cũng 
vậy. Phương trình vi phân từng phần có một tầm quan 
trọng to lớn đối với thực tiễn, và đã được nghiên cứu sảu 


http://tieulun.hopto.org 


3nG GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


tron hơn mót thế kì, Những nghiên cứu vẻ chúng cảng 
nhân được sự chú ý nhiều hơn trong Thể chiến TÍ - sự 
phát triển của máy bav phản lực sJ¿u ảăm đoi hỏi hiểu biết 
vẻ cách thức mà các đáp án của các phương trình mồ ta 
đồng chảy quanh cánh máy bay phụ thuộc vào hình đàng 
của cánh, tốc độ và hướng của đòng chay xung quanh nó 
như thế nào. Để dự báo bão tốt hơn, người ta cũng yêu 
sầu các phương pháp tốt hơn để giải quyết những 
phương trình tương tự này. 

Làm thế nào để giải, hoặc cố gắng giải một phương 
trình ví phân từng phần? Bước đảu tiên thường là nghĩ 
qua xem tập hợp của các đáp án khả đi sẽ là gì và xác 
đình loại cáo trúc mà khóng gian của các đạp án. Sự thật 
văng tập hợp các đáp án triển năng - trong trường hợp 
của chúng ta là tập hựp tắt cả các mẻtric trong một không 
gian - thực ra là một khòng gian vô số chiêu không đem 
lại ngạc nhiên: tập hợp các hàm số trên trục số thực đã là 
một không gian vô số chiều, mà mỗi hàm số là một điểm 
của không gian đó. Tiếp theo đó, ta có gắng diễn giải các 
phương trình vì phân từng phân như là việc cung cấp 
một dòng chảy trong không gian vô số chiêu đó và có 
gáng đi theo nó. Tuy nhiên, để làm giải tích trong các 
không gian như vậy, người ta phải làm hết sức thận 
trọng. Rất nhiều cạm bấy tiểm ẩn trong đó. Có rất nhiều 
chỗ trồng trong rốt không gian vô số chiều, và một quý 
đạo được qtuv định trước bởi phương trình vẫn dễ dàng 
dân ta đi ra khỏi khóng gian đó. 

Điều này xây ra khi chúng ta bất đầu biến đạng một 


mêtric và kết thúc với một thứ không còn là mêtric nữa 
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các khoảng cách xac định bởi nó có thể mang giá trị 
không, hay âm, chúng có thể chạy ra xa vô cùng, hoặc 
chúng có thể không còn mang tính liên tục. Khi những 
điều bất thường như vậy xảy ra, chúng ta nói rằng các 
đáp án của phương trình này phát triển các điểm kì dị. 
Chúng, ta cần thiết phải có khả năng tránh khỏi các điểm 
kì đi. Ngay cả với giả định rằng đồng chảy kết thúc ở nơi 
nào đó tốt đẹp, chúng ta cũng cần phải có khả năng theo 
đôi nó. Nhưng ngoại trừ trường hợp có thể giải phương 
trình đó một cách chính xác, điều mà đường như không 
bao giờ xảy ra, chúng tà chưa bao giờ có thể theo dõi 
đồng chảy một cách chính xác. Chúng ta chỉ có thể theo 
đối nó một cách xáp xỉ. Vì vậy, chúng ta cần một số loại 
biên nào đó báo hiệu rằng chúng ta không có quá nhiều 
lỗi và con đường đang đi một cách tổng quát là đúng, 
hướng. Những biển như vậy cũng cho phép chúng ta 
chỉnh sửa ơ giữa chừng. Ta cần có một tập hợp các biên 
khác để đám bảo việc tránh xa các điềm kì dị. Các nhà giải 
tích gọi những thứ như vậy là các túc lượng. Các tước 
lượng báo hiệu cho chúng ta biết đang ở gần một thứ nào 
đó đang đi chuyển, đo đó có thể tiếp tục theo đối nó. Các 
nhà giải tích yêu chúng. Còn hầu như những người khác 
thì khiếp sợ chúng, Xử lí các ước lượng đòi hỏi phải có kĩ 
năng tuyệt vời. Và xử lí chúng khi chúng ở gần các điểm 
kì đị đòi hỏi một trí tường tượng phong phú cũng như 
một kí năng tuyệt VỚI. 

Kể từ thời Riemann - người đã có những đóng góp cơ 
bán đến lí thuyết đồng chảy chịu nén - các nhà hình học 


đã liên tục sử dụng phương trình vĩ phân từng phân để 
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nghiên cứu sự bien dạng của các câu trúc hình học khác 
nhau. Irong nuột sự éo le kì lạ của số phận, dường như 
những phương trình vi phân từng phần thách thức rthát - 
những phương trình có độ khó vừa đủ vượi qua giới hạn 
rà người ta có thể giai đuợọc, nhưng không quả xa để 
người ta nghĩ đến sự vò vọng - lại là những phương trình 
đến từ hình học. Những năm 1970 đã chứng kiến một số 
thành công loé sáng chỉ ra rằng, nêu ta bắt đầu với một đa 
tạp mà độ cong của nó thỏa mãn một SỐ CÁC ràng buộc 
nhất định, ta có thể thay đổi một cách liên tục độ cong để 
lam nó đẹp hơn và kết thúc với các mẻtric đặc biệt mang 
tính đối xứng. Shing-Tung Yau, người đã nhận Huy 
chương FIelds cùng vớt Thurston năm 1983 cho một trong 
những công trình của ông, đã chỉ ra rằng ta có thể tìm 
thấy các métric phẳng trên các không gian nhất định 
bằng cách làm biến dạng một mêtric ban đầu như việc sử 
dụng một phương trình vi phân từng phân. Năm 1981, 
trong, một kiệt tắc, Flamilton cho thầy nếu ta bắt đầu với 
một mêtric trong đó độ cong không bao giờ bằng không 
hay nhỏ hơn không, đồng chảy Ricci kết thúc với việc cho 
ra một độ cong đương không đổi”? 

Kết quả của Hamilton lầm chân động dư luận. Tại 
một điểm mẫu chốt, ông đã phải sử dụng định lí hàm 
Hgược Nash-Moser ít tên tuổi mà Nash đã từng đùng đề 
chứng minh rằng, bát kì đa tạp nào của Riemann cũng có 
thể nhúng; vào được trong một không gian Euclid thích 


^“ R, S5, Hamilton, "Three-Manmifolds with ])ositive Rrcc1 CurVvature", 
Jatuinal oƑ Ì21Jerential Geomelru T7 (1982): 255-306. 
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HỢP có số chiến nhiều hơn. Lập luận của Hamilton dược 
đơn gian hóa bởi HDennis ]De1luzck của Đạt học 
Fennsvlvania.”° Năm 1986, Hamilton và Michael Gagc, 
hiện nay thuộc Đại học Rochester, đã có thể chứng mình 
rằng một lập luận tương tự áp dụng cho cac đường cong 
khép kín trên mặt phẳng thực sự dẫn đến việc đường 
cong trở thành một dường tròn."*' Cho trước một đường 
cong trong mặt phăng và một điểm trên đường cong, 
chúng ta có thê định nghĩa độ cong của đường cong tại 
điềm đó là nghịch đảo của bán kính đượng tròn tiếp xúc 
tại điền đó (Vòng tròn tiếp xúc tại một điểm trên một 
đương cong là vòng tròn tiếp tuyến có bậc tiếp xúc cao 
nhất với đường cong tại điểm đó.) Nếu tại môi điểm, 
đương cong phát triên theo hướng vuông sóc với nó với 
một tốc độ H lệ thuận với đệ cong, thì Gage và Hamilton 
có thể chứng minh tiếp ràng, dường cong co lại và trở 
thành một vòng tròn sau đó Nói cách khác, độ cong trải 


ra, Và rỏi trở thành không đốt. 


“8 D. ML DeTurck, "Deforming Metmcs in the IÖicection of Theïr 
JkiccÍ Tensors”, Joumal 0Ƒ T3ƒRetenHal Geomefrg 15 (1983): 157-62, Xem 
một tuyển tập hay về đồng chảy Rieci rong H.-TD. Cao, B. Chow, S.- 
cChu, and S-T. Yau, eds, CoHeclhwt Papers on the Ricci Flmo 
(Somerville: International Pcess, 2@031. Một bản có chính sửa bài 
báo của Le Furck củng được út trong nà, 

** Irường hợp quan trọng xuất thiền trọng ML Gage và R. ŠS. 
Hapuhton, The Hoat Equauon ShiinKuyg# Convex Plane Cucves”, 
JowInal oƒ LHferenHpl Geamehu 23 (198A): 63-96, NI Grayson, “The 
Heät EquatHon Shønks Enbedded Curves trò Iaund Points”, Journal 
oð£ƒ DiftrenHal Gcomelbe 2b (I9R7P 2R5-ÄL1 chỉ rà rằng đồng chảy 
trong bài toán tạo thành bật kì mắt lôi cong đóng nhúng), tai điểm 
đó kết quả của Gage-Harmlton có hiệu lực 
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Điều này là hợp lí nhưng còn ở xa sự rõ ràng, Và khi 
ta càng tư đuy vẻ nó, thị nó càng thê hiện ÍL rõ rang hơn, 
Giả sử chúng ta bắt đầu với một đường cong như trong 
Hình 51. Các vùng có đó công lớn nhất sẻ đí chuyển 
nhanh nhất, nhưng điều này không hiện nhiên đến vậy, 
và trên thực tẻ. có vẻ như có thể là, một số phản của 
đường cong sẽ sụp đồ lên chính chúng, Kết qua của Gaøe 
và Hamilton đảm bảo rằng chúng sẽ không như vậy, 

Vao đầu những năm 1990, Hamilton và các cộng sự 
của ông đã chỉ ra rảng nêu ta bắt dàu với mót bề mật hai 
chiều campac bát kì, và để cho độ công phát triển theo 
đồng chay Ricci, thì ta sẽ thú được một bế mặt có độ cong 
không, đổi ® Độ cong trải ra cho đón khi nó trở thành 
không đối, Điều này đưa đén một chứng mính trừu tượng 
đơn giản về mặt khái mềm của việc: bắt kì đa tạp hai 
chiều nào cũng mưing một dạng hình học duy nhất, kết 
quả mà Kleìn và Poincaré đã khổ công tìm kiếm, 

Thát xui xéo, Hamilton đã có thẻ chứng mình rằng, 
noi chúng trong trường hợp cúa các đa tạp bà chiều, đồng 
chảy Ricci làm phát sinh các điểm Kí đị. Nếu có những 
điểm rong đa tấp mà độ cong ở đó bằng không, dòng 
chảy Rieci sinh ra các điểm kì đị rất đăng sợ. Dường như 


khônz có cách nào đề trán]h né chúng, tỏi tế hơn, có rät 
loi b ` 


° Kết quả này được thiết lập cho mi trường hợp ngoại trừ mật 
cảu hai chiều trong đo độ cong bằng không tại vài đhếm trong R, S, 
Hamnlton, "The Tàtcct Elowy on Surfaces”, CoUllempPo¿ulr À[ntheinnntics 
71 (1988): 237-61. Trường hợp loại trư được thiết lập bơi B Chow, 
TlThe t&cci Flow on the 2-Sphere”, JoinoinE of [JrIerentinl CeoIeru 33 
991): 3235-34. 
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nhiều khả năng làm phát sinh các điểm kì dị, và trong khi 
một ai đỏ có thể tìm được các trớc lượng ở gản một vai 
điểm trong số đó, có vẻ như không có cách nào năm bắt 
tắt cả chúng một cách tổng quảt. Nhiều công trình vẫn 
tiếp tục được thực hiện với các ki thuật dựa vào dòng 
chảy Ricci, nhất là trong không gian nhiều chiều, và đỏ là 
một kĩ thuật quyền năng để nghiên cứu hình học 
Riemann. Nhưng đường như không có cách nào sử dụng 
nó đề tiến gần đến phỏng đoán hình học hóa, và do đó 
đén giả thuyết Poincaré. 





Hỹnh 5 Nêu đường cong di chuyển tại mỗi điểm dọc theo đường vuông góc 
với đường cong, hướng về trung tâm của nó với một tốc độ bằng nghịch đáo 
của bán kính của đường tròn vừa vặn nhất với đường cong (đây chính là độ 
cong) thì đường cong sẽ co rút thành một điểm, ngày càng trở nên tròn hơn. 
Đây là định lí CGiage-Hamilton. 
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CÁC NỔ LỰC KHÁC 


Tất nhiên, điều này không có nghĩa các cuộc tấn cóng 
khác nhằm vào giá thuyết Poincarẻ ngừng lại. Cùng là 
hợp lí nếu một chứng minh có thể đến từ đại sô thuận 
tuy. Dehn và Papakyriapoulos trước đó đã cung, cấp các 
cách rút gọn vẻ đại SỐ, nhưng, vào đầu năm 1970, loan 
Birman, của Đại học Barnard, phát biểu lại phỏng đoán 
này như một mệnh đề đại số thuần tuý rnà ta phải tuan 
theo để phá vỡ nó.” Nhưng thật đáng tiếc, điều này 
chẳng đem lại được gì cả. 

Đương, nhiên, các nhà topo học chuyên về các không 
gian ít chiều tiếp tục nhìn nhân vấn đề này như là của 
riêng họ. Họ có thể sống cùng đại số. Có thẻ. Nhưng lại bị 
nghen với các công cụ hình học, và đặc biệt là phương 
trình vì phân từng phân, rất khó nuất trôi. Năm 198, 
Colin lourke của Đại học Warwick và nghiên cứu sinh 
của ông, nhà toán hạc người Bỏ Đào Nha Eduardo Rego 
tuyên bố một giải pháp cho giả thuyết Poincaré. Bắt chấp 
việc gây ra phiên toái cho nhiều người trong cộng đồng 
toán học, Rourke đã lên báo chí trước khi hoàn tất quá 
trình bình duyệt. Tại một hội thảo ở Betrkeley, một lõ 
hỗng trong chứng, mình này được phát hiện. lourke 
nhân mạnh rằng sai sót đó có thể được sửa chữa, nhưng 


thực tiệc điều này là không thể, và chứng mình bị rút lại. 


8], Birman, "Poinecayés Conjecture and the Homotopy Group öÍ aä 
Closed, COrientable 2-Manilold”, Jaturrral of thế AisIralimn N{athematical 
SoreH¿ [7 (19734): 214-21. 
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Tuy nhiên, như là két quả cho công việc của họ, 
Rourke và lcgo đã tìm thấy một thuật toán để xác định 
các đa tạp bậc ba được tạo thành khi ta dán hai khỏi 
hình xuyên tắn ¡-lỗ lại với nhau. Điều này giải quyết 
một trong những vận đẻ đã khiến cho việc xác định một 
phản ví dụ khả đi cho giả thuyết Poincaré trở nên khó 
khăn. Trước đây, người ta có thể tm thấy một ứng cử 
viên có khả năng, nhưng khóng thể nào chỉ rõ đa tạp 
tạo thành. Ít lâu sau, Hyam lubinstem, của Đại học 
Melbourne, khám phá một thuật toán khác. Năm 1994, 
Abigail Thompson, của Đại học California ö Davis đã 
lấy một khái niệm mới được phát triển 8ỌI ]À ơ/ trí mỏng 
(thin positHon) và sử dụng nó đề cách mạng hóa bài toán 
nhận biết khếi cầu bậc ba bằng cách chứng minh, lí giải 
lại, và đcm lại một dạng khác vo thuật toán Iubinstein. 
Rourke kết hợp thuật toán Rego-Rourke và thuật toán 
Rubinstein-Thơmpson, để viết một chương trình máy 
tính có thể được sử dụng để m kiềm phản ví dụ cho 
giả thuyết Poincaré. Mặc đù máy tính đã chạy nhanh 
hơn nhiều, họ vẫn mát rất nhiều thời gian khổ sở để 
kiểm tra một phan ví dụ tiêm nang. Ngoài ra, nếu 
không có phản ví dụ cho giả thuyết Poincaré, quá trình 
nãy sẽ không bao giờ kết thúc. Tuy nhiền, một vài 
nghiền cứu sinh vẫn cài đặt chương trình này và bắt 
đầu chạy nó. 

Có một sự rúng động nho nhỏ vào nấm 1995, khi 
Valentin Poénaru phác thảo một lập luận để chứng minh 
phỏng đoán, bằng cách thiết lập một kết quả bến chiều, 
từ đỏ có thể suy ra giả thuyết Poincaré. Đáng buôn thay, 
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ông đã buộc phai rút lại một trong những kết quả mà ông 
đã dựa vào. 

Và cuối cùng, người ta không thế chốt bỏ cac lập luận 
từ hình học vi phân. Cách tiếp cận cua Hamilton thông 
qua đồng chảy Ricci vẫn còn là hứa hến, bắt chắp những 
trờ ngại đường như quá khó khăn vẻ mặt kì thuật. Một 
cách tiếp cận khác của Michacl Andcr»on, người đã tìm 
cách sử dung một quy tắc, cũng được mô tả bởi một 
phương trình ví phản từng nhân, để cho dòng chảy có đồ 
cong hoàn toàn 0ô hướng (một số thu được tại mỗi điểm 
bằng cách lây trung bình của các độ cong theo mọi h Lrớng 
ở điểm đó) chảv từ cac điểm có độ cong hoàn toàn vô 
hướng lớn hơn vẻ các vũng có độ cong hoàn toàn VÕ 
hướng nhỏ hơn và ngược lại. Củng như trong trường hợp 
của đòng chảy Riccl, ta gặp phải các điểm kL đị có vẻ quá 
phức tạp để phân tích. 

Klu thể kỉ sắp kết thúc, giả thuyết Poincaré đường 
như cảng nằm xa đáp án hơn bao giờ hét. Tỉ số thật thám 
hại cho các nhà toán học: giả thuyết Poincarẻ 50, các nhà 
toan học Ù. : 

Mặc đù việc không có dấu hiệu tiến triển làm người 
fa chán nản, những ý tưởng tapo học của Poincaré đã 
chiếm lĩnh tất cả các lĩnh vực của toan học. Các mối liên 
hệ giưa topo học và vạt lí, giữa tapo học và khoa học máy 
tính, đã bất đầu xuất hiện. Sự phát hiện ra những bát biến 
mới của thắt nút dẫn đẻn các bất biến chưa từng ngờ tới 
trước đây của các đa tạp ba và bón chiều. Sự khởi đầu của 
một dạng hình học hoàn toàn khác gọi là hình học dấi 


Z ~ . ` 2 ~ Á + ` , 
neũu, đã hiện ra trong bài báo bô sung cuối cùng của 
“ˆ k (HỘ ì_ 
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Poincaré, trở thành một lĩnh vực hoàn toàn độc lập. 
Khám phá của Poincaré về sự hỗn độn đã hoàn toàn đi 
vào tâm thức của giới toán học, và một trong những bài 
tuần hàng đầu là, liệu các phương trình mô tả quy luật 
đồng, chảy chất lỏng - đặc biệt là sự hình thành của các 
cơn bão - thực sự có những giai đoạn hôn loạn hay 
không. Nhìn lại hơn một thế kỉ của các thành tựu mang 
tính bát ngờ, ta có thể nhận thấy rõ ảnh hưởng của 
Poincare ở khăn mọi nơi. Toàn học chưa bao giờ đây sức 
sống nhà! vậy. 

Nhìmg cũng có những đảm my ð phía đường, chăn 
trời. Số lượng các cá nhân nghiên cứu các ngành toán học 
mũi nhọn bất đầu giảm. Số lượng văn bằng cử nhân toán 
học ờ Mi được trao vào năm 1990 í1 hơn mót nửa so với 
năm )925, và con giảm hơn nữa từ 1990 đến 2000. Sự suy 
giảm trâm trọng tượng tị cũng được ghí nhận từ năm 
1975 đén năm 2000 trong số lượng những người Mi cũng 
như ngượi xước khác nhận bằng tiến sỹ. Sự suy giảm này 
trong toán học ở Liên Xö thàm chí còn rõ rét hơn. Với sự 
sụp đồ của Liên Xô, cộng đồng toan học lớn nhất thể giới 
tan rã. Miặc dù toán học phát triển rực rỡ từ những năm 
L160 đến những năm 1980, nhưng sư tiến triển lại lặp lại 
nhau Vì một số két quả chủ đạo của thẻ kỉ đã không được 
lưu trữ thật tốt. Chưa bao già tượng lại của toán học lại 
rơi vào tình trạng nghiêm trọng đến như vậy. 
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Đáp án trong 


thiên niên kỉ mới 


Các sử gia sẽ mất vài năm nữa mới có thẻ đạt được một 
khoảng cách đủ xa để bất đầu đánh giá thế kỉ 20 một cách 
có ý nghĩa. Chưa từng có thế kỉ nào lại chứng kiên những 
vụ thảm sát hàng loạt... hay sự bùng nổ vẻ tri thức lớn 
như vậy. Lịch sử biến động của thế kỉ vọng lại trong lịch 
trình của các kì Đại hội Toán học Quốc tế bốn năm một 
lần - hội nghị mà ở đó, nhà toán học từ tất cả các chuvên 
ngành và từ tất cả các vùng trên trái đất hội tụ lại: đo Thể 
chiên II, không có đại hội não được tô chức từ năm 1936 
đến năm 1950. Cũng không có đại hội nào đánh dấu 
thiên miển kì mới vào đúng năm 2000, bởi vì đại hội trước 
đó điển ra vào năm 1998 tại Berlin và đại hội tiếp theo 
được tô chức vào năm 2002 tại Bắc Kinh. 

Tuy nhiên, vào ngày 24 tháng 5 năm 200UÙ, mót đám 
đông các nhà toán học tụ họp tại tòa nhà bề thế của Viện 
Hàn lâm Khoa học at(s. Hai nhà từ thiện người Mĩ 
[Landon và Laviria Clay đã cấp vốn xây dựng một học 
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viện mới đành riêng cho việc xúc tiến và phố biến tri thức 
toán học. Nhóm có vấn cao cấp của học viện đã quyết 
định rằng, cách thức tốt nhất để thực thi nhiệm vụ của 
Học viện Toán học Clav là chọn ra bảy bài toán đã từ lâu 
chưa giải quyết dược và đề ra giải thưởng một triệu đôla 
cho mỗi đáp án.” Lo sợ các nhà toán học trẻ tuổi sẽ 
hướng dến các bài toán đơn giản hơn để tạo ra được một 
danh sách công bố khoa học đài, hội đồng này hi vọng 
piải thưởng băng tiền như vậy sẽ khích lệ tỉnh thắn dẫn 
thân vào các bài toán phức tạp. Là một trong những cố 
vẫn của học viện, Alain Connes, người đã nhận được Huy 
chương Ficlds giải thích, nhóm có vấn tin rằng cuộc chiến 
đấu để vươn tới đỉnh cao có thể rất khốc liệt, nhưng tầm 
nhìn ở trên đỉnh là tuyệt đẹp và mang tính cách mạng 
khiến cho tất cả những điều tốt đẹp sẽ nổi tiếp.”” 

Bảy bài toán được công bố trước các nhà toán học và 
công chúng tại một hội thảo đặc biệt của thiên niên kỉ. Sự 
chờ đợi dâng cao. Hội đồng - gồm các thành viên là các 
nhà toán học hàng đầu - đã tham khảo ý kiến khắp nơi. 
Không phải ai cũng đồng tình với chiến lược trao giải 
thưởng bằng tiền mặt, nhưng phần lớn đều tò mò muốn 


"12 ˆ ẤÉ Ầ _^ P4 ˆ ^ ˆ ˆ ` 
““ Các van để liền quan đến việc chọn bài toán được phác thảo 


trong bài báo đã nhắc đến ở Chương 1 bởi giám đóc sáng, lập của 
Học viện Toán học Clay, Arttur jaffe. Bài báo có tựa đề “Thách thức 
lớn Thiên Niên Kỉ của Toán Học (The Milennium Grand Challense 
in Mathematics)” trong, NoHeces öỆ the Amiericnn Ninlhoninlital SocIeF, 
53, no, 6 (2006): 652-660, 

* Từ video The CMI NHennhom MieeHng ColecHon: Lecttutres bự M, 
AlHah, T. Goiers oà } Tafe (đạo điển bởi F, Tisseyre), New York: 
Springer, 2002, 
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biết những bài toán nào đã được chọn. Trên thực tế, trang 
web của học viện đã bị phá vỡ đo lượng truy cập quá tải 
so với dự tính, và ìưu lượng truy cập trên trang web dự 
phòng tại Hội Toán học Mi cũng đe dọa làm các máy chủ 
của viện ngừng hoạt động. 

Giới toán học có cảm quan về lịch sử tốt hơn so với 
các nhà khoa học thuộc ngành khác (và nhiều ngươi lập 
luận rằng toán học gần với nghệ thuật hơn là khoa học). 
Hội nghị thiên niên kí nói trên đã lặp lại một cách có ý 
thức hội nghị Paris năm 1900, nơi mà một bài thuyết trình 
David Hilbert đã cung cấp cho Đại hội Quốc tế một danh 
mục các bài toán thiết lập lộ trình toán học cho thể kỉ tiếp 
theo. Hới nghị năm 2000 bắt đầu bằng một bài diễn 
thuyết ngắn của Chủ tịch Học viên Toán học Clay, Arthur 
Jaffce. Ông kết thúc bằng việc bật đoạn ghi âm bài diễn 
thuyết nồi tiếng của Hilbert năm 1930, một trong những 
bài điển thuyết trước công chúng cuối cùng của Hilbcrt, 
và là bài điển thuyết đầu tiên của ông được phát sóng, 
trên rađío. Hilbert đã được trao tặng đanh hiệu công dẫn 
danh dự của thanh phố Königsberg, nơi ông sinh ra, như 
một việc làm của hội đồng thành phố nhằm bày tỏ sự tôn 
kính khi ông nghỉ hưu. Cảm động, HiIbert đã chuẩn bị kĩ 
càng và thực hiện mọt buổi điển thuyết sinh dộng lập 
luận rằng toàn bộ nên văn hóa của các thời đại, mỗi khi 
có liên quan đến sự hiển biết và khai thác tự nhiên đêu 
dựa trên những nên tảng toán học. Ông công khai chỉ 
trích chủ nghĩa bị quan trí thức và đồng thời cùng chị 
trích khái niệm vẻ một sự tỏn tại nào đó của một vẫn đề 
không thể giải quyết được. 


http://tieulun.hopto.org 


3zo GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


Gần bảy mươi năm sau đó, moi người trong, khán 
phòng của Viện Han lâm Khoa học gân như cảm thay rõ 
ràng sự rúng đóng khi giọng nói mạch lạc, khỏe khoản 
của Hilbert vang lên và bài nói chuyện này kết thúc bằng 
một câu của ông, nay trở thành câu trào phúng: “VV#W 
ĐH(SSCN TÐiSSỀH, tuÌ£ 10erđen rofssen” (Chúng ta bắt buộc phải 
biết, chung ta sẻ biết), Tất cả mọi người dêu biết cân danh 
ngôn này và đẻu và thể nhân thầy cảm xúc mạnh mẽ của 
Hilbert. Tất cả đều nhận va rằng sự trớ trêu tăng lên gấp 
bội. Konigsberg đã hoàn toàn bị tan phá trong chiến tranh 
và sau nay rơi vào tay nước Nga.”” Vài thang sau bài diễn 
thuyết của Hilbert, Kurt Gädel đã chúng mình răng 
không, thể nào tìm ra được một hệ tiên đề logic mà chỉ 
nhờ vào đó ta có thể thiết lập mọi kết quả có thể nhận 
thức được trong lí thuyết só mà không dẫn đến mệt loại 
máu thuần nào đó. Logic luôn có giới hạn. 

Sau bài điển thuyết của Jaffe, Timothy Gowers, người 
đà nhận được Huy chương Fields phát biểu về tâm quàn 
trọng của toán học. Bằng cách nói tránh đặc trưng của 
giới toán học, ông néu lên lợi ích của việc đầu tư thông 
qua sự tài trợ cho các nhà toán học, đề họ có thể theo đuổi 
chuyên ngành nẻng đựa trên cảm quản riêng của họ về 


° Könipsbere cùng là nguyễn quan của Imimanuel Kant. Ngày nay 
được gọi là Naliningrad, và ngươi Nga đến và dân phuc hồi lại đân 
số cho thành phổ sau Thế chièn lÍ Thành phá đóng cửa đói với 
người nước ngoài vào thập kỉ 1950 Sau khi Liên lang Xô viết sụp 
đổ và sự gìa nhập vào liên mịỉnh châu Âu của Ba Lan và Lthuania 
nằm 2Q@1, thanh phố hoàn toàn bị bao bọc bởi các nước thành viên 
liên mình chau Âu. Hiện nav n1uưười ta dang thảo luận về việc đối lại 
tên thành phó. 
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cái đẹp và sự hài hòa. Sau đó một người từng được nhận 
Huy chương Fields khác và là cựu hiệu trưởng của trường 
Trinity, ngài Michael Atiyah, và nhà lí thuyết số nổi tiếng 
John Tate phát biểu những ý chính và căn bản của bảy bài 
toán đà được chọn làm các bài toán thiên niên kỉ. Tất cả 
bảy bài toán đẻu rất nỏi tiếng đồi với bắt cứ nhà toán học 
nghiễm túc nào: ai trong số họ cũng đều nhận thức là 
chúng cực kì khó và hét sức quan trọng. 

Thay vì dựng lên các bài toán rỡ rằng đời hỏi sự khai 
triền của một lí thuyết hoàn toàn mới, ủy ban cỗ vẫn Học 
viện Toán học Clay đã chọn các bài toán cụ thể, rõ ràng. 
Mặc dù quyết định đẻ ra các giải thưởng không phải là 
không có bàn cãi, và mặc dù một só bài toán khác cũng có 
thể năm trong danh mục đó, không ai có thể chỉ ra rằng 
có một bài toán trong danh mục là không xứng đáng. Ủy 
ban đã lựa chọn rất đúng đán. 

Bài toán đầu tiên được nói tới là giả thuyết Poincaré. 
Miặc dù nó được chọn bởi tắt cả các nhà toán học mà Học 
viện Toán học Clay đã tham khảo ý kiến,*"' hiệu ứng tâm 
lí của việc gộp nó vào danh sách là vó cùng lớn. Khi các 
bài toán ở trong tình trạng Không có lời giải đáp trong 
một thời gian đài, sự nản lòng có thể xuất hiện. Có lẽ bài 
toán không thể giải được là bởi vì nó đòi hỏi các tiên đề 
mạnh hơn về lí thuyết tập hợp, hơn là các tiên đề thường 
được sử dụng. Hay có thể phỏng đoán đúng, nhưng 


”⁄! Khi chọn các bài toán, có hai bài toán mà tẤt cả các nhà toán học 
đều liệt vào danh sách: Giả thuyết Poincaré và Giả thuyết Riemamn. 
(Xem Jaffe.) 
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chăng thể giai thích tại sao: sự maV mãn tình cờ của một 
sự triệt tiêu đại số có thể làm phản ví dụ đã không xày ra, 
và chẳng còn gì khác nữa để nói cả. Hay có lẽ bài toán 
không thực sự quan trọng đến vậy. Có thể giả thuyết 
Poincaré chỉ là một khía canh rất nhỏ của một chuyên 
ngành ràt nhỏ, rất chuyên biệt của toán học gọi la topo ba 
chiều cổ điển. 

Việc thêm vào đanh sách giả thuyết Poincaré gửi đi 
một thông điệp rất rõ ràng: giả thuyết này thực sự quan 
trạng. Với toàn bộ giới khoa học, với tắt cả chúng ta. Nó là 
một phần trong kho tàng di sản trí tuệ chúng của nhân 
loại. Âm vang của hội thảo, những lời cuối cùng của 
Hilbert qua đài phát thanh, còn nói lên nhiều điều hơn 
thẻ. Tư tưởng của Hilbert về việc không có bai toán nảo là 
không thể giải được là sai lắm, nhưng sự lạc quan cơ bản 
của ông lại hoàn toàn đúng. Chúng ta có thể giải quyết giả 
thuyết Poincaré. Nêu không, phải là bạn hay là tỏi, thì là 
một ai đó ở đâu đó. Và đáp án sẻ là bổ ích cho tất cả 


chúng ta. 


NGƯỜI ĐÓ LA GRIGORY PERELMAN? 


Vào ngày 1) tháng 11 năm 2002, Grigorv Perelman đưa 
một bài báo lên trang www.arXiv.org, một trartg chủ trực 
tuyên lựu giữ các bài báo trước khi in, nay đã trở thành 
nơi trao đối tin cây của nhiều lĩnh vực trong vật lí, toán 


học và khoa học máy tính. Perelman gửi mail thông báo 


http://tieulun.hopto.org 


Đáp án trong thiên niên kì mới 37 


cho một số ít người vẻ sự đãng bai đầu tiên. Anh đưa lên 
hai bài báo khác vào bôn và tám tháng sau ˆ" 

Bài báo tháng 11 đó ngay lập tức thu hút sự chú ý. 
Đâu tiên, bài báo sáng sủa và thực tế một cách lạ hương. 
Hướng, tới những ai làm việc với dòng chay Ricci, nó bắt 
đầu bằng mốt mô tả rất ngắn gọn công trình của 
Hamuilton: “Hamilton đã khám phá một tính chất đáng 
chú ý của các nghiệm... |đã clto phép anh] so sánh độ 
cong của nghiệm ở các điểm khác nhau, vào các thời điểm 
khác nhau. Những kết quả này dẫn Hamilton đến một 
vải phong đoán nào đó vẻ cấu trúc của các giới hạn của 
sư bùng nổ trong ba chiều...; công trình này sẽ chứng 
mình chúng.”*” Điều gì thế này? Những chuyên gia về 
đồng chay Âci biết rất rõ những phỏng đoán đòi hỏi kì 
năng cực kì cao này. Những phỏng đoán này quá khó, 
gắn trực tiếp tới các lĩnh vực nơi mà Hamilton và những 
người khác dường như đã đâm vào những vách núi 
không thể vượt qua trong nỗ lực chứng mình phỏng 
đoán hình học hóa của họ. Việc chứng minh được chúng 
»ẽ tạo nên một sự tiến bộ đột phá và các hệ quả hình học 
theo sau cũng sẽ đăng kinh ngạc. 

Đẻ phong bị hiểu lâm, Perelman viết thêm: “Việc 
thực hiện chương trình Hamilton sẽ đẫn đến phỏng đoán 


1T] 


— G, Perelman, "The Entropv Eormula tọr the Rieecl Flow and Its 
Geometric ÁpplicaHons”, mạath.IDGZ0511159 (11 November 2002), 
"Ricci Flaw with Surgcry on Tihrce-RÑlanifolds”, math.DG/0305109 
(I0 March 23003), "Finite ExtincHon Time foy the Solutions to the 
Ricei Elow on Certain Threc-Manmifolds”, math.DDG/0307545 (17 July 
-03). 

"*G,. Peielman, "The Entropy Formula”, 2. 
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hình học cho các đa tạp bậc ba đóng”,*° và tiếp tục với 
VIỆC HÓI rằng, mặc đủ anh không thể xác nhận hi vọng 
của Hamilton rằng độ cong không trở thành vô cùng ở 
một vài vùng khi thời gian tiến đến võ cực, anh vẫn có 
thể chứng minh rằng những vùng như vậy có thể sụp đổ 
theo một cách có kiểm soát, vã điều này là đủ để rút ra 
các kết luậu về topo học. 

Khớng có nhà toán học nào không thể nhận ra tính 
xác thực của lập luận. Tiếp đó, một cách khó thể tin được, 
PereLman còn tiên xa hơn. Xa hơn nhiều. Anh ám chỉ đến 
một mới liên hệ giữa dòng chảy Riceí và một đồng chảy 
ràt khác nó trong vất lì lượng tử kết nỗi không gian ở các 
trạng, thái khác nhau. Ở đây, tham số không phải là thời 
gian mà là thang độ; và khòng gian của chúng ta được 
mô phòng không phải bằng một đa tạp với một mêtric, 
mà bằng mội hệ thông thứ bậc các đa tạp và các mêtric 
bên kết với nhau bằng phương trình dòng chảy Ricci. Sự 
thay đổi về mặt bản chất trong cách nhìn nhận như vậy 
gợi lại bài giảng tập sự của Riemann. Ngành toán này 
thuộc về thế kỉ mới và thiên niên kỉ mới, nhưng khái 
niệm về một hệ thống thứ bậc của các mêtric có lẻ sẽ làm 
hãi lòng iemann. 

Perelman viết: “Chú ý rằng chúng ta có một nghịch lï 
ở đây: các vùng có vẻ như xa nhau ở một thang độ có 
khoảng cách lớn lại có thể trở nên gần nhan ở một thang 
độ có khoảng cách nhỏ hơn; hơn thế nữa, nếu chúng ta 
cho phép đòng chảy Ricci chảy qua các điểm kì đị, các 


1G. Perelman, "The Entropy Formula", 3. 
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vùng ở cac thành phần liên thỏng khác nhau ở một thang 
đö có khoảng cách lớn có thế trở nén ké cân nhau... ? 


Đây là mọt câu chuyên khoa học vien tưởng 





“tình 32 Grigory Perelman 


Sau đó, hãy cùng trỡ về với mặt đạt. Anh viết tiếp. 
“Dù sao đi nữa, môi liên hệ này giữa đòng chảy Ricci và 
đồng chảy SG [nhóm tái chuâận hóa] gợi ý răng dòng chảy 
Ricci phải giồng như các dòng chảy có độ độc; công trình 
này sẽ chứng mình điều đó.” “ Được, chúng ta hậu như đã 


trở vẻ với mặt đắt, Dòng chảy có độ đốc đã được hiểu khá 
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kí càng, những tuyến bó rằng dòng chảy Ricci có thể 
được xem như một dòng chảy có độ déc lại thể hiện một 
nhận thức khác mang tính cơ sở. PereÌlman đưa ra những 
ý chính trong bài báo của anh, phi chú rằng mười mục 
đầu tiên áp dụng với bát kì chiều nào và không cản giả 
thuyết về độ cong. Ba mục cuối liên quan đến cách tiếp 
cận của Hamilton cho phóng đoán hình học hóa. “Cuối 
cùng, trong mục 13, chúng tôi sẽ tóm lược sơ qua phỏng 
đoán hình học hóa.”^” Anh hứa hẹn một bài báo thứ hai 
với đầy đủ chỉ tiết hơn trong tương lai gần. 

Thực ra, Perelman đã nói, “Tôi vừa mới chứng mình 
được hầu hết mọi điều mà Richard Hamnilton đã phỏng 
đoán về đòng chảy Ricei. Ôi, nhân tiện, điều này cũng có 
nghĩa là tôi đã chứng minh phỏng đoán hình học hóa, và 
vì vậy, tôi cũng đã chứng mình giả thuyết Poincarẻ, 
Nhưng điều thực sự thú vị ở đây là tôi đã chứng mình 
rằng dòng chảy Ricci có một vài tính chất đúng với röI số 
chiều bất ki mà không ai nghĩ tới rước đây, và những 
tính chất này đem lai các hệ quả ngạc nhiên.” 

Điều này là sự kết hợp hết sức kì quậặc giữa việc nói 
giảm nói tránh và sự táo bạo. Gẵẫn như tất cả mọi ngươi 
khác đeu sẽ bắt đầu bằng “Tôi đã chứng minh pả thuyết 
Poincaré” hay “Tôi đã chứng mình phòng đoán hình học 
hóa”. Vì anh không bắt đầu như vậy, sẽ rát tt người nữay 
lặp tức trần trọng những điều mà Perelnan hướng đến. 
Tuy nhiên, đối với các chuyên gia về dòng chảy Ríicci, 
tuyên bó của Perelman đã gây sửng sốt. Những khía cạnh 


1G. Perelman, "Lhe Entropy Formula", trang 4. 
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mang lính kĩ thuật mà anh nhắc đến là cả một trận đâu 
bóng nhưng anh lại nhìn kiên định vào những điều trên 
tàm của trận bóng đó. PereÌman biết rằng chứng minh 
này của anh cho giả thuyết Poincare là những tín tức gây 
chấn động, nhưng gần như là anh đã muốn làm giảm đi 
tẦm quan trọng của nó. Gàn như không ai nhận ra ý 
nghĩa thực sự trong thông báo của anh, nhưng những ai 
đã nhận ra thì lại khóng nhận xét gì cả. 

Bài báo của E'erelman trái ngược với tuyên bố của 
Marim Dunwoody của Đại hạc Southampton vài tháng 
trược, rằng ông đã khám phá một chứng mình của giả 
thuyết Poiwcaré dựa trên thuật toản Rubinstein- 
Thompson. Rourke đã chỉ ra một sai sót, Dunwoody rút 
lại bài báo. Dunwoody là một nhà toán học rất đáng kính 
trọng. Nhưng bài báo của Perelman nằm ở một cắp độ 
trọng đại hoàn toàn khác - bài báo vượt quá cả tham 
vọng, và giả thuyet Doincaré hay thậm chí cả phỏng đoán 
hình học hóa cũng không phải là mục đích chính của nó. 

Tắt cả mọi bài báo với sự pha trộn giữa mội lâm nhìn, 
sự cần trọng và uv tín của Derehman không sớm thì muộn 
đều sẽ thu hút sự chú ý của mọi người Nhưng Perelman 
lúc đó không háăn là một người không tên tuổi. Bị lãng 
quên thì có thể, chú không hè vó danh. 

Khi còn niên thiểu, Perelman đã từng chiến thắng 
trong các kì thi Olympic toán học toàn Liên bang Xô viết, 
Chất lượng của việc giảng đạy toán học ở Liên Xô rất cao, 
kế từ những năm còn la học sinh nhỏ tuổi cho đến giai 
đoạn nghiên cứu sinh, với sự tham gia của các nhà toán 


` z ` -‹ ` z . 
học vào các chương trình tiểu học và trung học. Các sinh 
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viên có nàng khiếu được phát hiện sớm, trong một truyền 
thống mạnh mẽ cúa sư dẫn đất. Perelman đã từng là học 
sinh của một trường trung học chuyên toán-Ìí nổi tiếng ở 
Saint Petersburg,® Năm 1982, anh là mút trong ba thị 
sinh đạt diểm tối đa tr ong kì thí Olympic Toán quốc tế tại 


3“; 


Budapest. 


Đầu những năm 1990, Perelman trải qua một số năm 
nghiên cứu sau tiến sĩ tại MÍ, nơi mà tài nàng của anh đã 
gây được chú ý, và agày nay vẫn còn được nhớ đến. Đèn 
năm 1993, vào ruối 27, anh đã đạt được nhiều thành tựu: 
Anh đã làm sáng rõ hơn lí thuyết về các đa tạp có độ cong 
bị chạn dưới bởi một giá trị lỡn hựn không. Anh cùng đã 
giải quyết một bai toán quan trọng trong hình học 
Riemann gọi là gia thuyết Soul, đồi hỏi phải xác định bản 
chất cac đa tạp có độ cong được phép bằng không.*” Nếu 
độ cong luôn lớn hơn khóng, thì đa tạp đó đồng phôi với 
không ian Euclid. Perehman đã chỉ ra rằng nếu độ cong 
bằng không ở một số vùng và lớn hơn không ở các vùng, 
còn lại, thì sẻ có một vùng của không gian, gọi là 011 
Soul, chứa tất cả các tính chất topo của đa tạp theo một 
nghĩa nào đó, Nếu độ cong không bao giờ nhỏ hơn 
không và nếu khi chỉ cần có một điểm mà ở đó độ cong 


lớn hơn Không, thị theo Perclnan, vũng Soul chị là một 


~” Trưởng trung học Leninprad số 229, 

3% Hai thí sình kia là Brano Haible của Đức và Lê Tự Quốc Thẳng, 
của Việt Nann. 

*#“ Nó đồi hỏi đa tạp phải là khòng compac và phái hoàn chỉnh. 
Hoan chính có nghĩa là mọi biên bắt kì (hay các điểm mắt tích) phải 
cách nhan rất xa. 
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điểm duy nhát, và đa tạp đó phải đồng phôi với không 
gian Euclid.”* Bài báo được in năm: 1994, năm mà bài báo 
cuồi cùng của anh được phát hành. Năm đó, anh được 
mời điễn thuyết tại Đại hội Toán học Thé giới điển ra ở 
Zurich. San đó, anh quay trở vẻ Nga và gân như mất tích. 
Năm 1996, anh nhận được giải thưởng của Hội Toán học 
chảu Âu nhưng không bao tờ xuất hiện đề nhận giải. 

Chuyên môn của Perelman hoàn toàn thuộc vẻ lĩnh 
vực mà ở đó mọi có găng sử dụng các phương pháp hình 
học vì phản để tân công giả thuyết Poincaré đều đã thắt 
bai. Công trình của anh vào đâu thập kí 1990 liên quan 
đến các đa tạp có những vùng mà ở đó độ cong bằng 
không - chính xác là những vùng nơi mà dòng chảy Ricci 
làm phát sinh cac điểm kì đị và ngành giải tích bắt lực. 

Và còn một điểm bác cuối cùng. Perelnan đã là 
thành viên của nhóm vạt lí toán học ở phân viện Saint 
Petersburw của Học viện Steklov.”” Đảy là một nhóm 
huyền thoại đã có các đồng góp mang tính quyết định và 
nên tảng cho sự hiểu biết của chúng ta về phương trình vị 
phân từng phần. Vài thànp kỉ trước khi qua đời vào nàm 
2004, tính thần của Olga Ladyzhenskaya lä nguồn cảm 


Z ˆ ắ .À .Ấ - H +2 ` Z 
hứng; nhà toán học kiều điểm và xuất chúng này có cha 


x*` G, Perelman, "Proof af the Soul Conjecture ơ( Chưeger and 
Gromoll”, Jouzmnfl c{ DiJerehtial Geomielr, 40 (1994): 299-305, 

”“ Viện Steklov là thành viên của Viện Hàn lãm Khoa học Nạẹa. 
được đời vẻ Moscow vào nảm 1940. Còn phân viện 5aint 
Petersbureg vẫn nằm ở chỗ cù, thính thoảng có vài sự tranh đúa 
thân thiện nhưng quyết liệt mữa nhóm ở Moscow và nhóm ở Saint 
Petersburg. 
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bị hành hình mà không xét xử bơi chính quyền của 
Stalin^”” đã dành trọn dơi cho toán học, Rất ít trung tâm 
khác có sự tập trung các cá nhân hiểu rõ hơn họ nhừng 
điểm tỉnh tế trong biếu hiện của các đáp án cua các 
phương trình tích phân parabolic phì tuyên tính - lớp các 
phương trình mà đồng chảy Ricci thuộc về. Thậm chí còn 
1t hơn nữa những trung tâm có được sự lãnh đạo của một 
cá nhân xuất sắc hưn thế, nhiệt thành hơn thể và thấu 
hiểu được sự tận tâm còỏng hiện đến như vậy. 

Không quá lầu sau dö, dư luận phản ứng lại quả 
bom cam lặng Perelman. Các hộp thư điện tử sớm bị 
tràn ngập. Tám ngày sau bài báo tháng 1] của Decrelman 
được đưa lên, Vital Kapovitch của Đại học Califormua tại 
Santa Barbara gửi email cho Perelman: "Chào Grisha, xin 
lối vì làm phiển anh nhưng rát nhiều người hỏi tôi về 


văn bản chờ ín ân “Công thức cntropv cho đòng chảy 


” Biến có nay được mô tả chỉ tiết trong cuốn sách The Guiag 
Archriplneo (New York: Harpet and Ñow, 1973) của bạn bà là 
Alexandr Solzhenitsyn. Ladyzhenskava đồng thời cũng là bạn thản 
của nhà thờ Anna Akhmatova. Xem thên: một cuốn tiểu sử đây 
cảm động cả ngợi tính cách cũng như thành quá toán học của 
Ladyzhbenskava cùng nhiều bức ảnh trong ŠS Fnedlander, PP Lax, C. 
Morawetz2, I.. Nưenbere, G. Sereem, N. Uraltseva, and Ñ1, Vishik, 
"OIga AIlexandrovna Ladyzhenskava (1922-2004), NoH(x øðf tư 
uetle01 Alathenmnliral Socrlj 1, no TÍ (200: 1330-1331. 
Ladyzhenskava có các đóng góp quyvet định cho sự hiểu biết của 
chung ta về phương trình Navier-SHskes, phương trình chỉ phối 
đông chảy của chất lỏng và đó vậy liên quan đến dự báo thời hết 
(bầu khí quvẻn của chúng ta cùng; là một chất lỏng). Phương trình 
này cũng là chủ đê cua một bài toán thiên niên kị khác của Học 
viện Toán học Clav. 
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Ricci...” của anh. Liêu tôi hiểu thế này có đúng không, 
rằng mặc dù anh chưa thể thực hiện tất cả các bước 
trong chương trình Hamilton, nhưng anh có thể thực 
hiện một lượng vừa đủ sao cho bằng cách sử dụng các 
kết quả sụp đổ, anh có thể chứng minh phỏng đoán 
hình học hóa? Vitali."” Email trả lời đến một ngày sau, 
"Đúng vậy. Grisha."""' 

Nghi ngờ pha lần hi vọng. Các nhà hình học và các 
nhà giải tích chờ đợi bài báo tiếp theo của Perelman cung 
cấp thêm chỉ tiết để hoàn thành chứng minh đã được 
phác thảo trong Chương 13 ở bài báo đầu tiên của anh. 
Bài báo hoàn toàn thiên vẻ mặt kĩ thuật này được đưa lên 
trang www.arXIv.org vào ngày I0 tháng 3 năm 2003. 
Trong đó, Perelman sửa lại phát biểu của hai kết quả 
trong bài báo đầu tiên, tuy nhiên vẫn đồng thời chứng 
minh rằng sự sửa chữa này không ảnh hướng đến các kết 
luận. Tháng sau, Perelman thăm nước Mĩ, thuyết giảng 
tại Cambridge và Stony Brook như đã đẻ cập ở Chương 1. 
Klu quay trở vẻ Nga, anh gửi thêm bài báo thứ ba vào 
ngày 17 tháng 7, trình bày một kết quả thiên hơn về giải 
tích, kết quả này cho phép anh sử dụng bài báo đầu tiên, 
và - ít khó khăn hơn - phân nửa bài báo thứ hai để một 
cách trực tiếp chứng minh giả thuyết Poincaré.°” Một 


“* Đoạn trao đổi này được chuyển đến Don Davis ở trường Lehigh, 
và được đẻ nghị đưa lên nhóm trao đổi topo đại số mà Davis điều 
hành. 

”° Thực ra, anh chứng minh cả một phỏng đoán khác nữa của 
Thurston, phỏng đoán cllip hóa (llipHzntion conjeclure), nói rằng 
mọi đa tạp ba chiều với nhóm cơ bản hữu hạn có một mêtric có độ 
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tháng sau, Tobias Colding va Wiliam Minicoz2ZI ftỉìm ra 
một cách chứng minh khác đơn giản hưn, thiên về hình 
học hơn cho kết quả giải tịch này. 

Trong suốt ba năm kể từ khi bàt báo đầu tiên của 
[erelman được đưa lên, công trình của anh luôn nhân 
được sự khảo sát ki lưỡng chưa từng có trong tiền lệ. 
Bruce Kleiner va Jahn Lott của Đại học Michigan đà lập ra 
một trang web lưu trữ những nhận xét chỉ tiết vẻ các bài 
báo của Perelman.“` Bản chép tay các bài giảng của anh 
cũng được đưa lên. 

Học viện Toán học Clay, có nhiệm vụ tài trợ và 
trưyền bá toan học ngay lập tức có hành động. Tháng 11 
năm 2003, Richard HÍamilton nhận một giải thưởng 
nghiên cứu của học viện này cho công trình về đồng 
chav Ricci của ông Lott và Kleiner, người đã ghi chú cho 
bài báo đầu tiên của Perelman nhân được tài trợ của học 
viện để viết một văn bản mở rộng mang tính hướng dẫn 
và rất chi tiết cho từng đòng trong bài báp thứ hai của 
Perelman.”? Tháng 8 năm 20+, viện đã mở ra và dẫn dắt 
một workshop kéo đài một tuần tại Princeton, với sự 
tham gia của khoảng một tá người cé liên quan mật thiết 
đến công trình của Derelman. Khóa học mùa hè kéo dài 


cong dương không đổi Phong đoán này ít tổng quát hơn phong 
đoán hình học hóa, nhưng tổng quát hơn giả thuyết Poincaré theo 
I\@Ay sau đó, 

3 www.matlt lsa.admich edu/researchznccfow/pcrelnua.hrml 

“ Những hướng dân này được gửi đăng và đưa lên mạng tại 
WWwWw.arXiv.orw. Xem thêm B. Kleiner, J. Lott, "Notes on Perelman's 
Papers", math.D/0605667, May 3S, 2006 (192 trang) 
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bốn tuần của viện năm 2005 đành riêng cho chuyền đè 
đồng chày Riceci. Khóa học này tgòm một loạt sẻri bài 
giảng truyền tải đến các nghiên cưu sinh, mà kỉ yếu của 
nó sẽ được sớm xuất bản. Nhà toán học Gang Tian của 
Đại học Princeton““) và nhà toán học John Morgan của 
Đại học Columbia nhận được sự hỗ trợ một phần để 
thúc đầy Hến trình của cuốn sách sắp ra, viết về công 


^áa 


trình của Perelman." 
Các xẻ-mi-na nghiên cứu điển ra trên toàn thế giới 
bàn vẻ các kết quả của Perelman. Các nhóm nghiên cứu ð 
Grenoblc, Trieste và Munich làm sáng tỏ thêm nhiều chỉ 
Hết. Thắng a năm 2005, Gerard Besson trình bày vê công 
trình của Perelman tại xê-mi-na nổi tiếng của nhóm 
Bourbakl ở Paris." Sau xê-mi-na kéo dài một năm tại 
Harvard, Huai-Dong Cao và Xi-Ping Zhu”Š viết một bài 
“Š Túc đó, Tian vẫn giữ một vị Irí tại MIT 
I,W, Morgan, G. Tian, "Rica Flow and the Paincaré Conjecture”, 
math.DG/0607667, July 25, 2006 (473 rang). 
1G, Besson, "Une nouvelle approche de Fétude de la topologie des 
varietes de đimension 3 đapres l FHamilton et G. Perelman”, 
Sómmmalre BoirbaKr, 57èmv annee, 2004-09, nà d47, lun 2005. 
tt Cả hai đều là sinh viên của Shing-Tung Yau, nhà toán học của 
Harvard mà chúng ta đã nói ở trên trước, người nhận Huy chương 
Fields năm 1983 cho công trình về việc sử đụng phường trình vì 
phân từng phản để thiết lập sự tồn tại của các mêtnc của các đa tạp 
khác nhau Yau là một trong những nhà toán học có Ảnh hường, 
nhất thời nay, và là một bậc thầy về việc rút tỉa các két luận hình 
học từ phương, trình vì phân từng phân. Xi-Ping Zhùu đến từ Đại 
lọc Zhongshait ở Quảng Châu, Trung Quốc, còn Cao đến từ Đại 
học Lehiph. Yau và Caa tiếp tục tổ chức các workshop vẻ đồng 
chảy Ricet (xem, ví du, www.math.harvard.edu/ncei néei.p‹lÍ). 
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báo đài giải thịch nhiều khía cạnh trong công trình của 
Hamnlton và Derelman, đồng thời đưa ra một cách tiềp 
cân khác cho một vài tính toán của Derelman."”” Các viện 
toán học khác, ở MI và chàu ÂU, cùng với các nhà toan 
học trên khắp thế giới đã đóng vai trò to lớn trang việc 
tìm hiểu và viết lại nhận thức của PereÌman.*" 

Những người này đã đem lại cho tắt cả chúng ta một 
sự hiểu biết đầy đủ hơn về công trình của Perelman. 
Hamilton đã phân lớp các điểm kì dị của dòng chảy Ricci 
và bắt đầu một sự phân tích sơ bộ về chúng. Nhưng các 
điểm kì dị là những thứ mà các nhà toán học cố tránh. 
Ngược lại, Perelman mạo hiểm đi sâu vào những vùng ở 
gần các điểm ki đị của dòng chảy Ricci. Anh tìm thấy sự 
xuất hiện bất ngờ của các điểm thóng thường, khi mà độ 
cong trở nên quá lớn đến nỗi không giàn của đa tạp có 
nguy cơ phân hủy, và anh đưa ra cäc công cụ toán học 
mới để đo đạc sự sụp đồ tiềm ấn. Anh chứng mính rằng 
việc chỉ có một loại điểm kì dị duy nhất là không thể xảy 


“ H.-D. Cao, X.-P. Zhu, "A Completc proof of thể Poincaré and 
Geomctrization Conjectnres-AppPhcation of the Namilton-Pecrelman 
Theory of the Ricci Flow”, AsJzw Jem mai ðƒ NIatheniatics TÔ nọ. 2 June 
2006): 165-492, 

”" Bnan Conrey, Giảm đốc Viễn Toán học Mĩ và David Eisenbud, 
Giám đốc Viên Nghiên cứu Khoa học Toán học tại Berkeley, đã tổ 
chức các workshop về công trình của Derelman. Còn ở châu Âu, 
Jean-Pierre Bourgmipgnon (Giám đóc Viện Nghiên cứu Toán học 
Cao cấp (the InsHtut des Hautes Études Scientifiques) ở Pháp) và 
Œerhard Huisken (của Viên Albert-Einstein về vật lí trọng lực của 
Hội Max Planck (AIbert-Eitstetn-[nsHtut fũy Gravitationsphysik) ở 
Đức) lập ra các nhóm nghiên cứu. 
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ra, và những loại khác biểu hiện theo một cách có thể 
kiếm soát được. Trên thực tế, bản chất tự nhiên mang 
tính hình học của đòng chảy trở nên hầu như rõ ràng ở 
gần các điểm kì đị. Perelman chỉ ra rằng, khi đồng chảy 
chuyển dịch, những nơi mà điểm kì đị xảy ra trở thành 
các mảnh có thể được cắt rời khỏi đa tạp nguyên thủy- và 
những mảnh này có các dạng hình học mang tính đồng 
nhất theo nghĩa của Thurston. Sau khi các mảnh này 
được cắt ra, ta có thể khởi động lại dòng chảy Ricci và để 
nó chuyển động cho đến khi các điểm kì đị mới sinh ra và 
cùng với chúng là các khu vực mới mang những dạng 
hình học có tính đồng nhất. Ta lại có thể cắt những khu 
vực này rời ra và khởi động lại dòng chảy. 

Không có sự tác động tương hỗ nào có thể gần hơn 
nữa giữa hình học và topo học mà ta có thể tưởng tượng 
được. Gần như là phỏng đoán hình học hóa của Thurston 
và đong chảy Ricci được sinh ra cùng nhau. Dòng chảy 
Ricci là một cô máy xử lí đa tạp, kéo dài và định dạng, cắt 
thành các mảnh có các đạng hình học đồng nhất. Cuỗi 
cùng, toàn bộ đa tạp được phân chia thành các mảnh 
hình học. Các thảo luận chi tiết về. công trình của 
Perclman bởi John Morgan, Michael Anderson và Laurent 
Bessières phát lộ con đường thần bí mà theo đó, đòng 
chảy Ricci thực sự hoàn thành phép chia một đa tạp bậc 
ba thành các mảnh nhỏ mang một dạng hình học đồng 
nhất.”1 


ˆ* MT. Anderson, "Geometrization of 3-Manifolds vía the làicci 
Flow", NoHececs øƒ the American Mlathenatical Socltety, 51, no. 2 (2004): 
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Kết quả cuối cùng không thể làm hãi long hợn được 
nữa, Hãy lấy một đa tạp bàc ba không biên và không kéo 
đãi ra mãi mãi. Ta có thé sử dụng các phương pháp tiêu 
chuản trong topo ví phân để đem lạt cho nó một cầu trúc 
hình học. Còn bảy giờ, hãy xem x¿i đòng chảy Ricci và để 
đa tạp tiến triển cùng nó. Nếu đã tạp là đơn liên taghia là, 
néều mọi vòng lặp lrên nó có thể co rút thành mội điểm) 
thì Perehnan chứng minh rằng dòng chảy Riccli, có lẻ sau 
vai phản tích không gây hại, rốt cuộc sẽ làm trơn các điểm 
cực trị về độ conp, tạo ra một đa tạp có độ cong dương 
không đổi, đồng phối với đa tạp nguyên thủy. Sau đó, cac 
lập luận xưa cũ mà ai cũng biết, chỉ ra rằng một đa tạp ba 
chiều đơn liên có độ cong đương không đổi nhất thiết 
phải là khối cầu ba chiều. Vì vậy, công trình của Perelman 


đã chứng nrinh giả thuyết Poincaré. 


CÒN HÌNH DẠNG VŨ TRỤ THÌ SAO? 


Ở Canton, vùng cực Bắc của bang New York, cưu sinh viên 
của Thurston, người đã giành được học bổng "thiên tài” 
MacArthur dành cho nghiên cứu sinh - Jef Weeks - sắp 
xép các nghiên cứu nhằm xác định hình đạng vũ trụ. 


Weeks thuộc thế hệ những nhà toán học mới sử dụng 


184-193. L. Beseercs, "Conljecture dc Poincaré: la preuve de R, 
Hamiilton et G Derelman", GzrviH? Jfeš MiathenaHcrens 106 (2008): 7- 
35. W Margan, "Recent Proxress On the Poincarẻ Coơnjecture and 
the Cla»xsficaton of 5-Manlolds', Bullehig oi Hịc Amerfcan 
;MathomalicnE Snertty 12 (2005): 57-78. 
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internet để lầm việc cách xa cac trung tâm nghiên cứu chủ 
đạo. Anh điều hành trang, web, ww,eeomietrvwan\es.Org, 
nơi lưu trữ một số chương trình cho phép người xem điển 
khiển tàu không gian trong các vũ trụ có hình đạng khác 
nhau. 

Nếu vũ trụ không quá lớn so với tuôi của nó, và hữn 
hạn nhưng không biến, thì chúng ta phải có khả năng 
quan sát xung quanh nó. Có một số sự phức tạp, bởi ánh 
sáng di chuyền với tốc độ hữu hạn, và vì Vậy việc nhìn ra 
xa đồng nghĩa với việc nhìn ngược lại quá khứ. Nhưng 
như vậy chúng ta sẽ phải nhìn thấy rất nhiều hình ảnh 
của cùng mót thiên hà đây sao. Nỗ lực ghép các vùng 
khác nhau trên bầu trời với nhau dẫn đến một bài toán vĩ 
đại về thông kê gọi là tính thể học oũ trụ. Các vòng lặp 
đóng khêng thể co rút thành một điểm sẽ nhô lên như 
các đảu nhạn trong biểu đô tân số sự tách cặp - một công cụ 
toán học sư dụng để tìm kiếm tính tuần hoàn trong đữ 
liệu. Nếu vữ trụ đủ nhỏ, sự thiếu vắng các điểm nhô như 
Vậy sẽ gợi ý rằng vũ trụ của chúng ta là đơn liên. 

Trong một vũ trụ.nhỏ ở mức vừa đủ và không đơn 
liên, một tập hợp dữ liệu khác đến từ vùng gọi là các bề 
mặt phát tán cuối cùng có thể cho phép chúng ta suy ra 
hình đạng của vũ (trụ trong một số trường hợp nào đó. 
Các bê mại phát tấn cuôi cùng sẽ giao nhau, và các vòng 
tròn mơ xuất hiện đọc theo các vùng giao nhau sau khi đã 
tính trung bình độ nhiễu nên. Bố cục của các vòng tròn 
này sẽ cho phép ta xác định bè mặt của không gian. 
Những năm đầu tiên của thế ki 20 đã điền ra một cuộc 


` . + ` ˆ z èÀ £ - Ũ 
tìm kiếm các vòng tròn có thể cho thấy vũ trụ có topo 
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giống như không gian khỏi mirời hai mặt của Poincaré. 
Tuy nhiên, vòng tròn được mông đợi này có vẻ như 
không tổn tại. Hoặc vì vũ trụ quá lớn, hoặc vì nó là một 
khối cầu, mà cũ ng có thể vì nhóm cơ bản của nó khác cả 
hai trường hợp kia. Một khả năng khác là, một vài nguồn 
nhiều từ một só vát thể che khuất các vòng tròn này. 

Hiện tại, một số quan sát thiên văn gợi ý ràng độ 
cong trung bình của vũ trợ chúng ta là rất gần với 
không.”” Phần lớn các nhà vật hị thiên văn tin vào một vũ 
trụ phẳng chiếm ưu thể, mặc dù người ta không thể loại 
bỏ khả năng vũ trụ có độ cong đương chỉ lớn hơn không 
một chút (Bằng chứng thực nghiệm đường như loại bỏ 
khả năng vũ trụ có độ cong âm.). Nhờ công trình của 
PereÌlman, chung ta biết được rằng, nễu chỉ có một số 
lượng, bữu hạn các vòng lặp đóng không tương đương 
trong, vũ trự, thì vũ trụ phải có độ cong đương. Tuy 
nhiên, câu hỏi về hình dạng vũ trụ vẫn còn đang rất rộng 
TỞ. 

liemann đã từng đưa ra khát niệm đa tạp như một 
mô hình toán học để khám phá các khu vực khác nhau 
của không gian. Trong bài diễn thuyết năm. 1854, ông 
nhận xét tăng đù sao cũng phải tồn tại các mô hình khác. 
Năm mươi nàm sau, Poincarẻ hoàn thành công trình của 
mình về topo đại số, đẻ lại cho chúng ta giả thuyết 
Poincaré. Gần một thế kì sau nữa, Perelman trao cho 


kim £ ^ ` “ 3 .A £ z ^ 

7” Kêt luận này rút ra băng việc kết hợp quan sát từ ba nguồn khac 
nhau: bức xạ nẻh VŨ trụ, vụ nộ siêu tân tỉnh )ơai 1a, ước tính khôi 
lường 
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chúng ta một món quả có thể so sánh với món quà mà 
chúng ta nhàn lừ Poincaré và Riemann. Không thể có 
chuyện bẻ mặt Trái Đắt và vũ trụ có hình đạng giống như 
các đa tạp néu chúng, được quan sắt ở một tỉ lệ nhất định. 
Nếu nhìn gần hơn vào bề mặt Trái Đất, chúng ta sẽ thấy 
có những cây câu - cả tự nhiên lẫn nhân tạo - làm thay đổi 
topo của nó. Nhm gần hơn nữa, bề mặt Trái Đất không 
còn trơn nhấn mà trở nên rời rạc, được tạo thành bởi các 
nguyên tử và phân tử khác nhau. Cúng giống như vậy, 
vũ trụ có thẻ kết nói theo nhiều cách với các đa tạp ba 
chiều nhỏ ở gần các lỗ đen. Nhìn gần hơn nữa trong 
chính không gian đó, nó giống nh một loại bọt lượng tử, 
có thể là với rất nhiệt hình cầu nhỏ có nhiễu chiều hơn 
đính với mọi điểm. Mội vật tế như Vậy với các tobpo khác 
nhau tùy thuộc vào các tỉ lệ khác nhau chác chấn sẽ được 
mô hình héa tốt hơn bằng các đối tượng của toán học 
lượng tử, loại đôi tượng rà Perekman đã thoáng nhìn ra. 
Riemann có lẽ cũng đồng nh. 


GIẢI THƯỞNG 


Chỉ trong vài năm đầu của thé kì 20, đã tô ràng rằng 
phương pháp hoạt động của cộng đồng toán học sẽ rất 
khác so với thói quen của giới toán học vai thập ki trước 
đó. Những người tổ chức của Học viện Toán học Clay đặt 
ra giả thuyết rằng bất kì nhà toán học nghiêm túc nào 
cũng sẽ công bó kết quả của mình trên một tờ bảo nào đó. 
Trên thực tế, điều lệ nguyên gốc nhấn mạnh rằng những 
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lời giải đủ diều kiện để nhận giải thương thiên niên kỉ 
phải xuất hiện trên một tạp chí toán hoc được đánh giá là 
danh tiếng trên toàn thẻ giới, và sẽ được chấp nhận 
khoảng hai nãm sau. Mặc dù Perelman không gửi công 
trình của mình đên tạp chí nào tronp hơn một thập kỉ, 
anh chắc chắn đã càng bố công trình của mình sao cho 
cac đỏng nghiệp co thẻ kiểm tra. Bây giờ, điều lệ của viện 
chập nhận sự công bố ở các dạng khác. 

Bởi sự thực là Perelman đường như không quan tâm 
đến giải thưởng này, và thực ra đã bắt đảu làm việc với 
giả thuyết hình học hóa vào năm 1995, rất lâu trước khi 
bay giải thưởng thiên miền kỉ được đưa ra, tà có thể đưa 
ra càu hỏi răng những giải thưởng thiên niên kỉ này có 
đóng vai trò gì hay không trong việc giải đáp giả thuyết 
omncare, khá kì lạ, câu trả lời là có, nhưng không theo 
cách mà những người tổ chức tưởng tượng. Một kết quả 
phức tạp như của Perelman có lẽ không thẻ nhàn được sự 
chấp nhận nhạnh và rộng rãi như vậy nếu không có sự 
trợ giúp đúng lúc từ Học viện Toán học Clay. Học viện 
này không hỗ trợ Perelman, mà đúng hơn nó hỗ trợ 
những ai có thể hiểu được công trình của anh và truyền 
đạt lại cho người khác Sự bình duyệt là rắt quan trọng 
trong toán học. Việc đảm bảo một công trình là đúng cho 
phép những người khac dựa vào nó và diễn đạt lại né 
theo cách khác, Ngược lạt, sự chấp nhận do sai lắm mi 
kết qua không đúng có thể giết chết cả một lĩnh vực. Bình 
đuyệt tốt đòi hỏi hiểu biết, và hiểu biết nghĩa là người ta 
phải tái tạo toán học cho mình. Tái tạo, vui thay, lại để 


hơn so với việc sáng tạo hay khám phả, nhưng dù sao 
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củng không phải la tầm thường. Công trình của DPerelman 
sr dụng công cụ của nhiêu lĩnh vực khác nhau và cực kì 
tỉnh tế. HH người có khả năng đánh giá nó một cách đúng 
dắn, và nếu khỏng có hỗ trợ từ Học viện Toán học Clay, 
một số trong số Ít người này sẽ không có thời gian đẻ 
bình đuyệt cảng trình của Perelman bởi điều này sẽ kéo 
họ ra khỏi những công trình mà bản thân họ đang phải 
thực hiện. 

Thêm vào đó, đến cuối nằm 2005, tắt cả mọi đầu hiệu 
đều cho thấy chứng mình cửa Derelman là đúng. Tại một 
cuộc gáp gỡ ở Trieste tháng 6 năm 2005 để kiểm chứng 
Liên độ nghiện cứu trong lĩnh vực cac đa tạp bậc ba dươi 
sự soi sáng từ cóng trình của Perelman, những người 
tham pịa đã xem KT lại toàn hộ các bài báo của Perelman 
và bỏ phiêu còng nhận rằng gia thuyết Poincaré đã được 
chứng minh.” Đương nhiên, đây không giống như các 
quá Đình bình đuyệt cần thân và đốc lập, nhưng đó là 
một đan hiệu mang tính hì vọng. Số lượng các chứng 
mình nhằm lẫn trược đó được để xuất cho phòng đoán 
này đã lầm cho mọi người cần thận, và các lập luận sử 
đụng phương trình ví phân từng phản được biết là cực kì 
kho. 


7 Trung tâm Quốc tê Abdus Salam về vất lí h thuyết (CTP) ö 
Trieste đã tô chức mot só buồi hẹp mặt cấp cào tạt Trieste môi năm 
đành nềng cho các chủ để trong vật Hí lí Hauyết và toàn bọc, Lháng 
6 năng 2095, đạn biêu tại trường he CTP và hội thảo về hình học và 
topo của đa tạp thắc bạ xác nhận chứng, mình (Xem ”Shapos, Spocts, 
andl Spherex", Netex from JTCITĐ, Sranmer 2005). Không cần phải bàn 
cau, mốt lá phiêu loạt này rất khác số với một qua trình tình duyệt 
căn thận. 
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Sau đó, một cách bắt ngờ, tháng 6 năm 2006, các tin 
đồn bắt đàu lan trên internet cho rằng có thể có một số 
vấn đẻ trong các bài báo của Perelman. Các bản dịch từ 
báo chỉ Trung Quốc cho rằng có một số lỗ hồng trong 
chứng minh phòng đoán hình học hóa của anh, nhưng 
chúng đã được lẤp nhờ hai nhà toán học Huai-Dong Cao 
và Xi-Ping Zhu.” Người ta đã trích dẫn như thể đó là lời 
của Shing-Tung Yau, nhà toán học đã nhận Huy chương 
Fields đà công bố trước một hội thảo toán học lớn về lí 
thuyết dây ở Bắc Kinh rằng, công trình của Cao và Zhu là 
tuyệt đòi trọng yếu bởi vì các lỗ hống trong công trình 
của Perelman là khá lớn. Sự mập mờ bắt đầu khi các 
thông tin trai ngược nhau lan truyền. Ngày 25 tháng 6, 
Hiọc viện Toán học Clay đã đưa lên mạng, mà khòng kẽm 
theơ một lời bình nào của các đương liền kết trên trang 
nhà của viện đến các trang web có chứa bài báo của Cao- 
Zhu, quyền sách của Mlorgan-Tian và bản thảo chờ in của 
Kleiner-Lott, cùng với một đường dẫn đến trang web ma 
Kleiner và Lott quản lí, và đến các bài báo của Perelman. 
Chuyện gì đang xảy ra? Liệu các lập lhận của ïerelman có 


sụp đố? Phái chăng giả thuyết Poincaré còn bị nghi ngờ? 


“+® Nem bản báo cáo hn tức của Xinhua từ + tháng 6, 2006 
5 


(news.xinhuanet.con/engisÌ/2006-26/04/content-46341754.ntm). 
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Madrid, 
tháng 8 năm 2006 


Đại hội Toán học Thế giới khai mạc ngày 22 tháng § năm 
2006 tại Madrid. Gần bốn nghìn nhà toán học từ 120 nước 
đã đồ về thủ đô Tây Ban Nha những ngày trước. 

Chưa bao giờ có đại hội toán học nào được mong chờ 
rộng rãi đến như vậy. Hàng tháng trời trước đó, các 
thông cáo báo chí đưa tin số phận của giả thuyết Poincaré 
sẽ được làm sáng tỏ trong đại hội.” Richard Hamilton 
được mời đọc diễn thuyết toàn thể đại hội đầu tiên, John 
Morgan cũng được sắp xếp đề đọc báo cáo về giả thuyết 
Poincaré. Các hoạt động của mùa hè càng làm cho không 
khí thêm phần háo hức. Trong suốt mùa hè, mối quan 


”* Thỏng cáo bảo chỉ chính thức đâu tiên của đại hội vào thắng 4, 
tức đúng 5 tháng trước khai mạc, đả khẳng định rằng giả thuyết 
Poincarẻ sẽ là tắm điểm của hội thảo. Cũng trong công bé đó, ví 
chủ tịch người Tây Ban Nha của Ủy ban điều hành, Manuel De 
León đã cho rằng, đấp án của Perelman cho giả thuyết sẽ được 
chính thức chắp nhận trong đại hội. Những thông cáo tiếp theo chỉ 
tắp trung vào điểm chính này. 


http://tieulun.hopto.org 


394 GIÁ THUYẾT POINCARÉ 


tâm về khả năng phỏng đoán đã thực sự được giải đáp, 
và nghi vẫn liệu lập luận của Perclman có đúng hay 
không càng ngày càng lớn hơn. Liệu anh có được nhận 
Huy chương, Fieläs không? Điều kiện của giải là người 
nhận phải 1t hơn bòn mươi tuôi vào thá ng 1 của nãm trao 
giải. Perclman bước sang tôi bến mươi ngày 13 tháng 6 
năm 2006, vì vậy đây là lần cưỗi cùng mà anh thỏa mãn 
điều kiện để nhận giai. Liệu anh có xuất hiện không? Và 
liệu Ủy ban Eields có trao giải thưởng này cho người từ 
chối ná không? 

Cầu chuyên tràn ngập trên báo chí. Các bài báo về giả 
thuyết Poincaré và về bản thắn Perelman xuất hiện trên 
toàn thế giới. Ngav khi đại hội bắt đầu, báo Tỉw Neio 
Yorker in một bài báo gây rúng động cúa hai phóng view 
được kính trọng chứng minh rằng, Shing-Tung Yau đã cô 
tình dãy lên nghi vấn vẻ kết quả của Pecrelman ở Trung 
Quốc nhằm giành thành tích cho hai sinh viên của 
mình ”“ Các phóng viên này đã bay đên Saint Petersbutg, 
thăm Perelman, và thuật lai rằng nhà toán học ấn đải này 
»ẽ từ chối Huy chương Fields. 

Hội nghị này )à đại hội (toán học) quốc tế đầu tiên tổ 
chức tại Tây Ban Nha, và Madrid là một nơi đặc biệt thích 
hợp. Chín thể ki trước, cách Madrid khoảng 400 dặm, ở 
lân cận thành phó Toledo, các bản địch sang tiếng Lan 


của Gherard xứ Cremona những công trình của người 


7° Svlvia Nasar và David Gruber, "Manifold Destiny: A Legendarv 
Problem and the Battle ovcr Who Solved It, Thờ New Yorker 
(Auwust 28, 2006), 44-58 
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Aráập về toán học và khoa học, và các bản dịch của người 
Arập và các công trình khoa học của Hi Lạp, đã làm dấy 
lên làn sóng học thuật ở châu Âu. Các bản dịch của ng 
vẻ những tác phẩm cúa Euclid, Ptolemy và các bình luận 
của a]-Nayrizi về tác phẩm Cơ sở đã khơi mào cho việc 
thành lập các trường đại học đầu tiên. 

Những nhà toán học Tây Ban Nha đã nỗ lực hết sức 
để chào đón các đồng nghiệp. Đúng như sự nhận xét đầy 
tự hào của họ, hội nghị này là sự quy tụ đông đảo nhất các 
nhà toán học ở Madrid kể từ năm 1581, thời điểm mà quyết 
định rời đỗ vẻ Madrid đã khiển Madrid trở thành nơi tập 
trung nhiêu nhà toán học nhất thời đó ở châu Âu. Vua 
Juan Carlos làm chủ lễ trao các Huy chương Eields. VỊ vua 
nổi tiếng này đã thành lập chính phủ dân chủ sau cái chết 
của vị tướng độc tài Franco năm 1575. Sự đũng, cảmt của 
ông trong việc chống lại nỗ lực đảo chính của cánh hữu 
năm 1981 là một buốc ngoặt trong lịch sử Tây Ban Nha 
đương đại. Những năm sat đó, Tây Ban Nha đã chứng 
kiến sự tăng trường kinh tế vượt bậc và sự nở rộ thực sự 
của nghiên cứu toän học. 

Các nhà toán học xép hàng đài bên ngoài tòa nhà hội 
nghị để chờ đến lượt bước qua máy kiểm la kim loại 
cũng như để người ta kiểm tra túi sách. Xe cần cầu lớn 
chuyển đi bắt cứ chiếc xe nào đậu gản trung tảm hội nghị, 
một biện pháp phòng ngưa kế từ khi xảy ra vụ đánh bom 
của À] Qaida tren tàu điện ngăm Madrid năm 2004, làm 
hơn 200 người chết và hơn 1.500 người bị thương. 

10h30 sáng, đại hội khai mạc với đoạn phim, Hình 


dane qua thời víann, gơi lai sự say mê của người Ma-rôc với 
,: S N\ ⁄ 5 * ˆ L E 
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các mẫu hình đêu và truyền thông hình học của đât nước 
đa sắc tộc Tây Ban Nha trong quá khứ. Đoạn phim được 
tiếp núi bằng một bản hòa tấu ngắn và là truyền thống, 
đo bọ tam tắu đản đây, dẫn đăt bởi Ara Malikian, một 
nhạc công violon tài ba người Tây Ban Nha gốc Lebanon 
và Armeria, cùng sự phối hợp của một cây guitar 
flamenco. Cuối cùng, Chủ tịch Hội Toán học Thể giới, 
nhà toán học ứng dụng nỗi tiếng, Ngai John Ball, đọc 
điển ván trước toàn bộ đại hội: “Khí chúng tà đang ăn 
mừng ngày hội toán học này với nhiều thảo luận mà nó 
dem lại, sự suy năm vẻ những con đường mà cộng đồng 
chúng ta đang đi là có ích lợi. Tan học là một nghề của 
những tiêu chuẩn cao sang và sự liêm chính. Chúng ta 
hàn luận một cách thoải mái công việc của nìình với 
người khác mã khong sợ bị đánh cắp, và các nghiện cứu 
được trao đối mọt cách cởi mở trước khi công bố chính 
thức. Các quá tĩnh biền tập luôn cong bằng và đúng, và 
các công trình đạt được tiếng tăm của chúng qua sự xứng 
đáng chứ không phải bằng cách thức nâng đỡ. Đây là 
những tiêu chuẩn mà đại đa số các nhà toán học làm 
theo. Ngoại lệ rất hiểm, và chung se bị nhận ra.ˆ Những 
từ ngữ mạnh bạo đó được thuật lại bơi hầu hết các tờ báo 
như để thay cho lời bình luận của họ vẻ các sự kiện điễn 
ra quanh giả thuyết Poincaré.7 

Sau các diễn văn của vài vị quan chức, Ball công bố 
bón Huy chương Fields theo thứ tự các chữ cái. Huy 
“” Ball sau đó đã tia lei báo chí ràng ông đề người khác tự đơ diễn 


giải lời nói của ông. 
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chương thứ hai được trao cho Gripory IDerelman, “vì 
những công hiến cho hình học và sự sáng suốt mang tính 
cách mạng của anh trong nhạn thức về cấu trúc giải tích 
và cầu trúc hình học của đồng chay Ricci.””” Một bức ảnh 
lớn của Perelman, trông giếng như một gác sĩ trong Kinh 
Cựu Ước, lóc sáng, trước đam đông. Ball cắt ngang những 
tiếng vỗ tay: “Tôi thực sự tiếc vì Tiến sĩ Perelman đã từ 
chói Huy chương Ficlds.” Một vài tiếng vỗ tay đâu đó 
vang lên - biểu hiện sự đồng tình với quyết định trao huy 
chương cho Perelman bắt chấp việc anh từ chối - và sau 
đó, là sự tình lặng, rồi tiếp nói là tiếng thở phảo vừa đủ 
nghe thấy của đám đông. 

Tiếp theo lễ trao giải la một buổi Hệc chiêu đãi với 
đây những khay tapas”? đo thành phố Madrid tài trợ. Các 
bài thuyết trình ngắn về cóng trình của các nhà toán học 
vừa được trao Huy chương Fields điển ra sau buổi ăn 
trưa. John Lott tông két những thành tựu của Perelman, 
nhắn mạnh cả tính chất cực kì cách mạng của những 
thành tựu đó lẫn năng lực lớn lao của Perelman về mài kĩ 
thuật. 

Sau đó, Richard Hamilton đọc bài báo cáo toàn thể 
đầu Hiên trước đại hội. Trong một bài điển thuyết cực kì 
phong phú, Hamilton khảo sát công việc của chính ông 


ˆ* Các miát kia thuộc vẻ nhà toán học gốc Nụa Andrei Okounkov 
cua Prmtccton, nhà toán hục người Úc Terence Tao của UCLA, và 
nhà toan học người Pháp gốc Đức Wendehn Wertner của Đại học 
Paris-Sud và École Normale Supérieure. 

“* Tapas: các loại thức ân nhẹ khai vị truyền thống của Tây Ban 
Nha: khoai tây chiến, hat oliu, bánh sandvich,... ND) 
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về đồng cháy Ricci, kĩ thuật mà ông đã đé xuất và là công 
trình cả đời của ông. Ông kể lại chi tiết cách thức mà ý 
tưởng sử đụng đòng chảy Ricci đến với ông sau khi nghe 
mội bài giảng của James Eells bốn mươi năm trước đó. 
“Giả thuyết là không có một chút topo nào cả”, ông nói 
lại, viện dẫn cho giả thuyết này rằng, không có vòng lặp 
nào là không thể co rút thành một điểm, và vì vậy các nhà 
tapo học không có gì trong tay đê nhào nặn cả: “Do đó, 
chúng tôi, những nhà giải tích, có thể giúp họ, những nhà 
topo học”. Hamilton, nhà giải tích, có thể được tha thứ dù 
cho đã thích thú vẻ việc ngành giải tích đến và cứu rồi 
ngành topo học. Một trăn năm trước, Poincaré phát mình 
ra lĩnh vực topo đại số đẻ cứu các nhà giải tích; khi họ vô 
vọng đổi mặt với trạng thái hôn độn phát sinh trong các 
phương trình chỉ phối chuyển động của các hành tỉnh. Sự 
sử dụng giải tích của Perelman để giải quyết bài toán vĩ 
đại nhất của ngành topo học đã trả được nợ - và cả lãi nữa 
- cho món nợ một trăm năm trước. 

Hamilton bàn kĩ hơn về khái niệm then chốt entropy 
mà Perelman đã đưa vào để chứng minh định lí không- 
sụp-đề-tới-hạn. Định lí này cho phép ta sử dụng dòng 
chảy Ricci để cắt nhỏ một đa tạp thành các mảnh có cẫu 
trúc hình học. Mặc dù ôõng và các cộng sự sau đó đã khám 
phá một vài sự đơn giản hóa, Hamilton vẫn nhắn mạnh 
rằng lập luận của Perelman là hoàn toàn chính xác. “Tôi 
thật sự biết ơn Grisha vì đã làm việc này”, ông bình luận, 
“Tôi đã phải vò đầu khi đi tìm sự không-sụp-đồ trong 
một vài trường hợp. Giờ thì tôi sẽ không bao giờ phải la 
lắng về nó nữa.“ Bản tóm lược - ít nhiều mang tính kí 
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thuật - về các chứng minh cúa Pereiman của Hamilton đã 
lầm cả hội trường đồng nghẹt sáng tỏ rằng những lập 
luận này của anh hấp dẫn và sáng tạo như thế nào. “Tôi 
nghĩ rằng tôi cũng ngạc nhiên như bắt kì ai khi nhìn thấy 
tất cả những điều này đều đúng”, Ông đăm chiêu. “Tôi 
cực kì biết œn Grisha Perelman đã kết thúc tất cả.” 

Những lời nói ngạc nhiên và biết on này sẽ được người 
khác nhắc lại trong suốt đại hội. Hai ngày sau đó, Trưởng 
khoa Toán Đại học Columbia, nhà hình học đại số đầy 
thành tưa John Morgan, diễn thuyết giá thuyết Poincaré 
cho người nghe không chuyên. Rát được kính trọng và cực 
kì cần thận, ông đã từng tham gia một cách tích cực vào việc 
kiểm tra kết quả của Perelman. Mọi ghế ngồi trong khán 
phòng, đều kín, người nghe tập trung vào từng lời của öng. 
Để xưa tan mọi nghí ngờ, Morgan thẳng thừng công bố: 
“Gngporv Perelman đã giải quyết giả thuyết Poincaré.” 
Không khí căng thẳng nhường chỗ cho tiếng vỗ tay. 

Morgan tóm lược lại lịch sử của giả thuyết này, nhận 
xét rằng nó liên quan đến hầu hết mọi khía cạnh của sự 
phát triển hình học và topo học trong thế kỉ 20. Ông 
vinh danh chứng mònh như một “thành tích kì điệu 
không chị của Perelman mà cho toàn bộ toán học. Từng 
bước phát triển vẻ giả thuyết này đã làm nảy sinh các 
lĩnh vực toán học mới quan trọng, và đem lại Huy 
chương Fields cho những người nghiền cứu nó như 
NMfnor, Smale, Freedman, Donaldson, Thurston và Yau. 
Morgan nhắc lại một lời tự đánh giá của Isaac Newton””, 


3Ä! 


"Nếu tôi nhìn thấy xa hơn, đó là nhờ tôi đứng trên vai những 
1\pVƠI không lỗ." Isaac Newton (xem ví dụ trong, The Cohimbin 
Worhi of QuofaHons, 1996). 
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nhận xét rằng Ierelman đã đứng trên vai những người 
khổng lô, đặc biệt là Richard Hamilton, người mà công 
trình khó nhọc của ông trong suốt hai mươi lãm năm đã 
đặt nền móng cho đòng chảv Ricci. “Bây giờ tất cả đã 
được kiểm chứng một cách đây đủ”, Morgan nói lại lẫn 
nữa: “Anh ấy (Perelman) đã chứng minh giả thuyết 
Poincare,“ Sự thích thú của ông đối với sự giải quyết của 
giả thuyết Poincaré đã rõ ràng đối với mọi người. 

Còn giải Thiên niên k( thì sao? Chủ tịch Học viện 
Toán học Clay, James Carlson, trả lời phóng viên tại 
Madrid răng chiếc đồng hỗ của hai năm chờ đợi đã bắt 
đâu quay cùng với sự xuất hiện của ba bài báo trên 
trang chủ của viện. Mặc dù Perclman không gửi đăng 
trên các tờ báo được viên yêu cầu, các bài báo của ông 
vẫn được kiểm tra cẩn thận.”“'Carlson tuyến bố rằng, 
cũng như ủy ban xét trao Huy chương Eields, nếu viện 
quyết định trao giải thưởng cho Perelman, thì giải 
thưởng sẽ được trao chơ dù Perelman có đồng ý nhận 
nó hay không. 

Theo quan điểm của hội đồng xét trao huy chương 
Fields và các bản báo cáo của Lott, Hamilton, Morgan, chỉ 
có chút ít nghi ngờ về việc Perelman sẽ là chủ nhân của 
một trong bảy giải thưởng Thiên niên kỉ, Quyết định khó 
khăn của việc có phải chia giải thưởng này cho người 
khác hay không, và chia như thế nào sẽ thuộc về hội 
đồng có vẫn của Học viện Toán học Clay. Thời gian sẽ trả 


#1! Phản biện bài báo của Cao-Zhu chỉ ra một lỗi nhỏ và không ai 
nghì ngư vẻ sự đúng dắn của kết quả này. Tuy nhiên, báo Neø 
Yørker đã đặt câu hỏi thực chất ai là người ñm ra lỗi này. 
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lời cho chúng ta biết quyết định của họ la gì, và liệu 
Jˆerclman cø chấp nhận giải thưởng này hay không. 

Khi đại hội bê mạc, nhiều chỉ tiết về Perelman xuất 
hiện thêm. Anh đã rời Viên Steklov. Xuất thân là người 
Nga theo đạo Do Thái, cha và chị gái anh đã di cư sang 
Israel, Perelman sống với mẹ ở Nga. Các phóng sự ban 
đầu thuật rằng việc anh từ chói Huy chương Eields là hê 
qua của việc anh bị chi bỏ bởi cộng đồng toán học, 
nhưng dường như điều này là không có cơ sở. Cũng 
giòn nhự Gauss, Perelman tránh việc xuất hiện trước 
cóng chúng và không muốn phát biểu nhân danh toán 
học Mfav mắn thay, không giỗng như Gauss, anh đã viết 
lại công trình của mình vì lợi ích của toàn thể chúng ta, và 
đỏng thời cùng trả lời email cho Morgan và những người 
khác trước một vài vêu cầu làm sáng tỏ. 

Toàn bộ tâm ảnh hưởng của công trình của Perelman 
trở nên rõ ràng khi thiền niên kỉ mới trôi đi. Morgan cho 
rằng công trỉnh của Perelman sẽ cho phép !a sử dụng 
dòng chảy Ricci đẻ khảo sát các đa tạp bốn chiều. Ông 
đoán định rằng, các kĩ thuật của Perelman có thể được sử 
đụng để tạo nên các bước tiến trong hiểu biết về các loại 
phương trình vi phân parabol khác. Lịch sử chị ra một 
cách lặp lại rằng, các liến bộ trong việc nắm bắt các 
phương trình vi phân tng phản sẽ dẫn đến những ứng 
dụng co tình thực tiễn đầy quvên năng. 

Nếu ta suy đoán nhiều hơn, bài báo của Perelman 
còn gợi ý răng, dòng chảy Ricci không chỉ đơn thuần là 
một công cụ giải tích để thu được thông tín hình học của 
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các đa tạp: bản thản nó (đòng chảy R(cci) là một đối 
tượng hình học dựa theo tiêu chuẩn của riêng nó, đồng, 
thời nó cho phép ta thống nhất các đa tạp có topo khác 
nhau ở các tí lệ khác nhau. Trong bài tham luận một ngày 
sau buổi diễn thuyết của Morgan, với chủ đẻ “Các vẫn đẻ 
toán học trong thuyết tương đối rộng“, nhà nữ toän học 
vật lí lừng đanh người Pháp, Yvonne Choquet-Bruhat, đã 
thảo luận về sự cần thiết phải có các đa tạp được mô 
phòng hóa trong các không-thời gian khác nhau ở các tỉ lệ 
khác nhau: Khôâng-thời ø!an ở đây tương tự nhưng øì mà 
Perelman đã đặt ra trong trường hợp không gian. Công 
trình của Perelman cung cấp một cách hứa hẹn các công 
cụ trừu tượng mới để tư duy về không gian và thời g3an. 
Phải mắt hơn 100 năm người ta mới giải quyết được 
câu hỏi mà Poincaré đã đặt ra trên trang cuỗi cùng của 
chương cuối cùng trong bài báo cuối cùng thuộc về sẽri 
các bài báo topo vĩ đại của ông. Qua những nãm đó, topo 
học và người họ hàng lớn tuổi hơn, hình học, đã phát 
triển thành các lĩnh vực chặt chẽ và mạnh mẽ, làm tâm 
điểm cho toán học và khoa học. Toán học mà Poincaré 
đựa vào bắt nguồn từ 5.000 năm trước ở vùng Babylon, 
nay thuộc nước Iraq. Toán học cổ đại đã được truyền đi 
và được trau chuốt gọt giũa từ thế hệ này sang thế hệ 
khác, nhờ những người Hi Lạp trên các hòn đảo nằm 
ngoài khơi - mà ngày nay là Thổ Nhi Kì, cho đến những 
người kế tục họ ở Athens và Alexandria, nhờ các học giả 
Jaina và Hindu ở Ấn Độ, nhờ các nên văn mình Hỏi giáo 
ở phía Đông và Nam Địa Trung Hải, nhờ các cộng đồng 
đa sắc tộc ở Tây Ban Nha và Sìcily, và sau đó là nhờ các 
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nên văn mính Da Thái-Thiên Chúa giáo thời kì mở đầu 
của một châu Âu hiện đại và tiếp đến là thời Khai sáng. 

Dến lượt mình, công trình của Poincaré đã tạo nên 
mỏt vùng đất cho sự thăng hoa toán học thế kỉ 20. Có 
không ít! hơn bắc bài toàn thiên niên kỉ có liên hệ trực 
hếp đến các công trình mà ông là người đi tiến phong. 
Chúng ta chỉ vừa mới bắt đầu quả trình nắm bắt một cách 
đầy đủ những gĩ mà ông đã thoáng nhận ra vào thời khắc 
chuvến giao của thế kỉ trước. 

Chúng ta đang sống trong thời đại có nàng, suặt cao 
nhất trong toàn bộ lịch sử nhân loại. Và ta thực sự thỏa 
mãn khi nhận thấy rằng những công trình tuyệt đẹp của 
Thurston, Hamilton, và Perelman đã đặt nền móng cho 
một thời đại mới. Toán học là công việc của các cá nhân. 
Nhưng các ý niệm và các định lí của nó thì không phải là 
tài sản riêng của một người, một nhóm đân tôc, tôn giáo 
hav chính trị nào cả. Nó thuộc về tất cả chúng ta. Tri 
thức toán học được xây dựng trên nên tảng lao động của 
những người đi trước. Rất khó để đạt được no, nhưng 
chúng ta thường không đánh giá đúng giá trị của nó. Bất 
cứ aì trong chúng ta đã lọc qua tiêu học cũng có thể giải 
các bài toán số học và đại số vón đã đánh bại những nhà 
thân học thông thái nhất Babvlon. Bắt cứ ai đã học mệt 
vài khóa vi-tích phân và đại số tuyến tính có thẻ 8m đạp 
án cho các bài toán mà cả Iˆythagoras, Archimedes, thậm 
chí ngay cá Newton cũng không thể chạm tới. Một sinh 
viên cao học ngành toán ngày nay có thể nắm bắt các 
tính toán về topo mà Riemann và Poincaré còn không 
biết phải bắt đầu như thế nào. Chúng ta không thông 
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minh hơn họ đâu. Chẳng qua chúng ta được hưởng lợi 
từ họ. 

Toán học gợi nhắc cho chúng ta biết chúng ta phụ 
tuuộc vào người khác như thế nào: cả sự hiểu biết sâu sắc 
lẫn đầu óc tưởng tượng của những người đi trước, lẫn 
công lao của những người đã tạo ra các tổ chức xã hội và 
văn hóa, các trường lớp và đại học - những nơi đã đem lại 
giáo dục cho trẻ em, giúp chúng hoàn toàn dắn thân vào 
những ý tưởng của thời đại. Đến lượt tất cả chúng ta có 
nhiêm vụ đảm bảo rằng, di sản mà thời đại chúng ta để 
lại sẽ là một xã hội biết gìn giữ và phát triển những kế 
thừa toán học chung. Bởi toán học là một trong những 
hoạt động nhân văn tỉnh tuy, giúp chúng ta hoàn thiện 
tính nhân bản, và qua đó, giúp chúng ta vượt qua chính 
mình. 

Nhìn lên bầu trời đêm, ngắm các ngôi sao, thiên hà 
hay các cụm thiên hà xa xôi, tôi không thể tin rằng không 
có các sinh vật có trí tuệ trên đó, mà một vài loài có thể 
khác xa chúng ta. Vì vậy, trong vòng vài trăm năm nữa, 
nêu chúng ta có thể phát triển các công nghệ cho phép 
gặP 8Ø, giao tiếp với họ, chúng ta sẽ khám phá ra rằng, họ 
cũng biết hay muốn biết rằng: đa tạp ba chiều compac 
duy nhất mà trong đó mọi vòng lặp có thể co rút thành 
một điểm là khói cầu bậc ba. Hãy cùng tin vào điều đó. 
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PHỤ LỤC 
Giải thưởng 


thiên niên kỉ đầu tiên 


Ngày 8 và 9 tháng 6 năm 2010, tại Viện Hải đương học và 
Học viện Henri Poincaré, Hội nghị Nghiên cứu thường 
miền của Học viện Toán học Clay được tô chức với chủ đè 
"Đáp án cho giả thuyết Poincaré" (xem Hình 53). Diễn giá 
là những nhà toán học hàng đầu có thấm quyền trong 
việc đánh giả đáp án của giả thuyết Poincaré. Hội thảo 
dược dẫn đắt bởi Cédric Villam, Giám đốc Học viện Henri 
Poincaré và James Carlson, Giám đốc Học viện Toán học 
Clay. Trong hai ngày, các nhà toán học đã tóm tất lại nội 
dung của phỏng đoán, sự phát triển trong vòng một trăm 
năm qua và đáp áp của Perelman. Buổi tối ngày mùng 8, 
Étienne Ghys từ trường Ecole normale superieuse Lyon 
đã đành một buổi nói chuyện cho công chúng với chủ đẻ 
“Toáa học thuần túy là câu chuyện về nhóm”, tóm tắt lại 
công Đình của Poincarẻ về nhóm và mối quan hệ đến 
phóng đoán. Francois Poincaré (sinh năm 1921), cháu nội 
còn sống của Heari Poincaré, thav mật gia đình cảm ơn 
giới toán học đã gìn giữ tư tưởng của Henri Poincaré đến 


tận ngày nay bằng tiếng Anh với giọng ngập ngừng, 
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Clay Research Conference - PARIS 2010 





lesolution of the 
oincaré ConlJecture 


Ty(\f) = 0 s%j  \ƒ G3 


Thự MIilieninnam Prrze Kr 


fesoÌ0tioi ý thuế Ƒvi(tuadvý cv fu tr hướna 
SƑ'LAkEB»s 


luneRSth: | #30aA 


[uno 9h L 9:30 3s 


lx caltlaboradtion wetth the Đrxsttt2 Hieart PO(ocarẻ 


VÀ TtÓ tne sư pge+ dể 


Hegixerzlerr rá Írrs rủi sáttsti gie 


lá 01/0.) (1.061 





Hình 57. Áp phích thông báo lễ công bố giải thưởng thiên niên kỉ đầu tiên của 
Học viện Toán học Clay. 


Thuật ngữ 


Aslas: bộ sưu tập bản đồ của các vùng bao phủ toàn bộ bể mặt Trái 


Đạt, hay toàn bộ vũ trụ, hoặc toàn bộ một đa tạp nào đó. 


Các số Betti: môt số nguyên - là số lượng các đa tạp con không 
tương đương nhau của một chiều nhất định không là biên của 
một đa tạp con có số chiều cao hơn một so với số chiều của 


chúng. 


Đường khép kín: một đường (đường cang) trên một đa tạp bắt đầu 


va két túc ở cùng một điểm. 


Tổng liên thông: là đa tạp tạo thành bằng cách cắt một quả bóng 
rắn ra khỏi hai đa tấp, rồi đồng nhất các điểm trẽn hai mất cầu 
biển của các phần còn lai của hai đa tạp nguyễn thủy 

Số phức: là các số thu được băng cách cộng thêm vào số thực căn 
bậc hai của một số âm 

Hệ quả: mệnh đề được suy ra để đàng từ định lí hoặc một mệnh đẻ 
khác. 

Độ cong: một đôi tường toán học đo đạc độ lệch của tổng các góc 

- ... F) , . . 2 Z4 ˆ^ ˆ ` 
trong mọt tàm giác có đỉnh tại điểm đó so với 180 độ. Trên mọt 


đa tạp hai chiều, độ cong ở một điểm chỉ là một số. 


Phương trình vi phần: phương trình mà trong đó người ta biết được 
tóc đỏ thay đổi của một đối tượng toán học chưa biết mà đáp 
Án của phương trình chính là đối tượng đó, 

Chiêu: số bậc độc lập của tính tự đo trong một tập hợp, hay là một 
số lượng tối thiếu cac sò thực (đó là số lượng tọa độ) cản thiết 
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đẻ xác định một điểm ở gân một điểm chờ trước troin đột tập 


hợp 


Hiến đẻ thứ 5: Đến đẻ thư 5 và là tiên dẻ phưc tạp thất của năm 
bền để trong, tác nhảãm Cơ sơ của Fuclid: nẽu một đương, thăng 
cát hại đường thăng sao chỉ tổng các Bọc trong, ở cùng một 
pha nh hơn hài mọc vung, và néu hai tưởng, thăng đố là vỏ 
hàn thị chúng Sẽ pấp thu ở pÏua các góc trongz nho hơn hai 
bóc Vuông đö. 


Phàng: một khóng gian la pháng neu tông các góc của mi tam piác 


bong không gian đó là 180 độ. 


Phỏng đoán hình học hóa: là phảng đoán nói răng, bắt kỉ đa tạp bà 
clted nào củng cò thể được cắt đọc theo các hnh câu và hình 
Nưưên đề tạo rà cặc mảnh nhỏ có đang hình học lĩ một rong 


"ö tam dang hình liạc 


Đường trắc địa: tưốt đường chỉ ra khoảng cích ngài nhát piữa hai 
điờan bật Kú 


Tính chất hình hạc: một tình chất phụ thuốc vào cách định nghĩa 
về khaảng cạch hay tỉnh đôi xưng (ví đực, thẳng, độ lớn góc, 
Vòng tròn). 

Hình học: cấu trúc có được khi ta định nghĩa một khoảng cách trên 
một đa tạp. 

Vòng tròn lớn: một vòng tròn tạo bởi một mặt cầu (hai chiều, tròn) 
với một mặt phẳng đi qua tằm của nó. 

Nhóm (của các phép biến đổi): một tập hợp các phép biến đổi bèn 
vững dưới các phép tính lẫy tích số và lẫy nghịch đảo. 

Sự đẳng phôi: phép tương ứng một-mật giữa hai đa tạp, mà qua 


bà Z „2 ` D ˆ ⁄4 Z‡ - . 
đó, các điểm gản nhau của một đa tạp tương ứng với các điêm 


gân nhau của đa tạp kia. 
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Thuật ngữ 4OO 


Bồ để: một kết quá toán học rất cần thiết để chứng mỉnh mốt kết 


qua khác. 


` x ^ ` ‹ ` £ + b - ˆ .- 
Vòng lặp: một đường xuất phát và kết thúc tại cũng một điểm. Noi 
" ⁄ ⁄ - ˆ ˆ v .Ấ - ` ` 
mặt cách chuyên mön hơn, là một phép chiều hiến tực của một 
khoang lên một đa tạp, mà qua nó, cả bai điểm đâu được 


chiêu lén cùng điểm 


Đa tạp: một tập hợp toán học có vẻ giông với không man Euclid tại 


lần cận của mới phân tư của nó. 


Mẽtric: mọt quy tắc xác định khoảng cách giữa hai điểm bắt kì của 
một tập hợp. Trong một đa tap, một métríc có thê được xác 
định bằng cach xác định quy tắc đo tộc độ đọc theo một 


đường con 
Không gian n chiều: tập hợp tất các bỏ zr số thực có thứ tự. 


^ ^ ˆ + Z ˆ ^ˆ £ 

Độ cong âm: một khu vực trong một đa tạp có độ cong âm yếu 
tông các góc cua mọi tam giác trong khu vực đö nhò hơa 180 
độ 

Giá thuyết Poincaré: giả thuyết - này đã được chứng mính - cho 


răng mọi đa tạp ba chiếu comrpac, đơn liên và không biến, đều 


đồng phổi với khói càu bà chiều. 
Độ cong dương: tông các góc của mọi tam giác lơn hơn 180 đò. 


ˆ 2 ^ bì bề ` ^ ` 
Định lí Pythagoras: mệnh để cho rắng bình phương độ đài canh 
huyện (cạnh đôi điện vơi góc vuông) của một tam giác vuông 


bảng, tổng bình phương của hai cạnh kể, 


Dòng chảy Ricci: là quá trình chỉ phối bởi phương trình dòng chảy 
I\iccí( xác định rằng mêtc trên nốt đa tạp thay đối theo cách 
của đöng chây độ còng - chảy từ nơi cá độ cong nhiều hơn 
đến nơi có độ công št hơn, Phương trình đồng chây Ricci thực 
ra là một lệ phương trình có công thức mang tính biểu tượng 
như sau: đ(p,) = -2Ñ. 
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Tensor độ cong Riemann: một đói tượng toán học gắn một giá trị 
' ø 3 ` ¬ + ` , 2 2 
cho môi hướng pháẩng qua nuệt điểm (tức là phản anh tổng các 


ĐBóc của tam giác trắc địa nhỏ lệch sơ vn 180 độ bao nhiêu) 


Mặt cầu tròn: từ "tròn" nói đến một mặt cầu có cũng đô cong tại 
moi điểm và được sử đúng khi ta muốn phân biết các mặt câu 
đó với các mặt cầu tương đương vẻ mặt topo nhưng có thể cá 
các điểm )ỏi lõm. Bê mặt Trái ĐẢI không, phát là một mặt cầu 
tròn bởi vì nó dẹt ở hài cực. Miỏt mật cầu tròn đẳng cư VỚI (Ập 
hợp các điểm cách một điểm trong không gian Enchd mốt 


khoảng cách không đối. 


Đơn liên: một đa tạp đơn liên nêu mọi vòng lặp có thế ca rút thành 
2 . à ` Ũ ˆ > 
mói điểm Điều này tượng đường với mệnh đề cho rằng nhàn 


cơ bản bao gòn một phân tử đuy nhất là đồng nhất thức. 


Hình cầu: nếu không noi gì thêm, đề cập đến một hình cầu hai 
chiêu la một đối tượng đồng, phòi với tập hợp các điểm trong 
không gian ba chiều có khoảng cách không đổi đến một điểm 
cho Hước. Bể mat của quá bong là một hình câu hai chiều. Tuy 
nhiên, tồn tại hình cầu ở vô số chiếu, Định nghĩa đơn giản 
nhất của mót hình cầu có số chiều xác định là: tập hợp tlãt cả 
các điểm có cùng khoảng cách đến một điểm cho trước trong 
không gian Euclid có số chiều nhiều hơn nyột so với số chiều 
của nó. Ví đụ như, tập hợp tát cả các điểm có khoảng cách đơn 
vị đến một điểm cổ định trong không gian Euclhid sáu chiều là 


một lhìinlt câu nàmh chiều 


Phương trình vi phân từng phân: một loại phương trình ví phản 
trong đó ta xác định tóc độ thay đối lại các điểm khác nhau 
theo các hướng, khác nhàu, Đấp án của phương trình vĩ phân 
hương phần là các đối tượng có tốc độ thay đổi như mong 
muốn tại mọi điểm theo mọi hướng. Hàn hết các phương trình 


của ngành vật lí toán học là phương trình vì phân từng phần. 
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Thuật ngữ au 


Định đề: là mốt điều kháng định không cân chứng mình. Đồng 


nghia văn hiện để, 


Chứng minh: một lập luân hoàn hảo và chính xác, trong đó mìẹi 
khẳng định là một tiên đề, hoặc là mệnh đề đã được chứng 
mình, hoặc là mệnh đề dược suy luận đựa trên các quy tắc 
loztc. Chứng minh được bất đâu bằng tiên đẻ và các mệnh để 
khác đâ biết, kết thúc bằng tuyên bố rằng mệnh đề này đã 


được chứng manh. 


Mệnh đề: một tuyên bỏ bắt nguồn tr định đề và các mệnh đề dã 
dược chứng, mình trước đó, băng cách sử dựng các suy luận 


toán học. 
Bê mặt: một ổa tap hai chiếu. 


Tensour: đỏi tượng toán học gán các số thực vào một số lượng cho 


trước các vectơ (neứa là văn tác) tại mỏi điểm của một đa tạp, 


Đa tạp ba chiều (hay đa tạp bậc ba): một hình đạng toán học lí 
tưởng, mó hình löa hình dạng mã không gian ba chiều - giống 
nh vũ trụ của chúng ta - có thẻ có, Trong đó, khu vực xung 
quanh mỗi điểm có thể được chiều vào bên trong một hình 
hộp chữ nhật đắc, Nói theo cách khác, vùng lân cận của mỗi 


điểm đêu tròng giống không gian ba chiều. 


Khối cầu bậc ba: một đa tạp dựng lên bằng cách lấy hai quả bóng 
đặc, rồi đồng nhất các điểm trên các biên (là những mặt cầu 
hai chiều) của mới quả bóng đặc đó. Tập hợp các điển có 
khoảng cách không đổi đến một điểm cô định trong không 


gian bốn chiều là một khôi cầu bậc bà 


Hình xuyến bậc ba: đa tạp dựng bằng cách nối các bề mặt đối diễn 


của một hình hộp chữ nhật đặc. 


Tính chất togo: tính chát bất biến đưới các phép đồng phôi liên tục. 


Vì da như tính liên thông, sự đơn liền, chiều. 
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Tương đương về mặt \opo: hai đa đạp tướng, đương vẻ mặt topo 


nẻu chủng đồng phối vớt nhau, 
Topo học: ngành nghiên cứu hình dang 


Hình xuyên: dang hình học ging, với bé mất của một chiếc banh 
rán XÍI. 


Đa tạp hai chiêu (hay đa tạp bậc hai): một hình dạng toàn học H 
- ` 2 ˆ * ` # ^. & 5ˆ = 

tường na hình hóa bẻ mật của các Ti Đất có thể, Khu vực 

quanh mọt điểm cả thể được chien lên một tờ giấy (nghĩa là 


phân bên trong của một hình chữ nhật trên mát phẳng), 


Không gian hai chiều (không gian bạc hai): mặt phẳng vạch ra bơi 
Luclid, kéo đại đến vô tận theo hai hướng đóc lập. Nếu xet 


theo khia cạnh tập hợp, Hài đó là tập hợp các cặp số thực, 
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Lịch trình theo chủ để 


Cầu chuyện phát triển theo ba chủ để có quan hệ với 


nhau như sau: 


, 


~ * 2 _= ' ` ` ` 4 +À 
Cuá trình phát triển của hình học, topo làm cơ sở và gán liên 


với giả thuyết Poancane., 


Trường phái Babvlon 3 trường phát Pvthagsras 3 trường 
phát Älexandna (dậc biệt là Euclid) -3 phiên dịch qua thé giới 
Arậpt 2 Gauss/I.obachevsky/Bolvai 2© Riemanmn 3> Poincaré 3 
Gottrngcn/VMoscow/Princeton >3 Không man nhiễn chiếu => 
Thurston 3 Phương trình tích phán từng phần >2 


Tl]amt[torIPerelmaan, 


Quá trình tiên hóa của cầu hồi về hình đạng vũ trụ: 


EgvptHans > Crccks -> Columtbtis và các nhà thám hiểm => 


Riemann © F-insEeìn > Weck‹s 


zZ ` £ D `. z 
Quá trình tiên họa cúa giới toán học: 


Babylonians - Các viện hàn lâm Hi Lạp > Hoàng gia Arập© 
Các trường đai học đầu tiên > Xã hội khoa học> Trường đại 
lọc nghiền cựu Đức 3 Trường đại học quốc gia >3 Trương đại 
học quốc ga liên bang Hoa Kì và liên bang Nga -> Các tổ chức 


toán học và Internet. 
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Mỗi chủ để này lần lượt mở ra cánh cửa lớn hơn của 
những sự kiện và nhân vật lịch sử. 

Đây chỉ là lịch trình rất không đầy đủ giúp định 
hướng người đọc. Cột đầu tiên đưa ra một số ngày tháng 
(đã nói trong cuốn sách) từ thời Babvlon đến hiện tại. Một 
số sự kiện (hâu hết là khám phá toán học) gắn với chủ đẻ 
1 và 2 được liệt kê trong cột thứ hai. Sự kiện lịch sử đặc 
biệt quan trọng trong câu chuyện được liệt kê trong cột 
thứ ba. Sự kiện liên quan đến chủ để thứ ba như các hội 
thảo hay việc thành lập các học viện được để cập trong 
cột thứ tư. 


NGÀY SỰ KIỆN SỰ KIỆN HỌC VIỆN 
THÁNG TOÁN HỌC CHÍNH TRỊ 
1700 TCN | Hình học tam Hammuralai và 
| giác triều đại Babylon 
đầu tiễn 
547 TCN Nguồn góc và Triết gia người 
chứng mình đầu | lonia mất 
tiên của li thuyết 
số 
530 TÊN Pythagoras và Hội bán nguyệt 
đồ đệ chuyển Pythagoras 
đến Croton 
387 TCN Viện Hàn lâm 
của Plato được 
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ị 
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TOÁN HỌC 


PÐ šs của Euclid 


Lực tỉnh clr:ng 
kinh Trái Đất của 


Erasflostlens 


Địa lí tủa 
Ptoleny 


CHÍNH TRỊ 


Alexerclet (đai 
đ* mắt Tương 
của ÔN#, 
Ptleity tiếp 


SỰ KIỆN 
quyền Và ÂU Cầp | 
ì 
| 


Caesar đội cả ne 
Alexandria 


Rome bị người 
Aluric cướp phá 


Hypbattla bị hành 
hình 


415 


HỌC VIỆN 


Đại thư viện 


Alexandlrria 


được thành 


lật› 


Viện Hàn [âm 


của Plato 


bị 


Justin Đại đề 


đóng cửa 
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1. 1j] 


13120 


| SỰ KIỆN 

| TOÁN HỌC 

| 
và khoa học tờ 
tiếng llÍ Lạp sang 


| trếng l.atin của 


Công trình chịch 
thuật các tít 
pham toàn học 





$ CG;herarrl bát dầu 


| 


C;herard mát ở 
Tle‹lo 


[3ante, vũ tru: là 
một khú: câu bậc 
hà 


Thricn dàng của 


| 
| 
| 


| 
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SỰ KIÊN 
CHÍNH TRỊ 
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HỌC VIỆN 


Đán học 
Balopna CÍƯỢC 
công nhân 


Đại học 
(ford được 
công nhận 


at hoc Paris 
bát đầuU hoạt 
động 


Đài học 
Camlaridae 
đượt công 
nhận 
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1492 Chuyến thám 
hiểm của 
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NGAY SỰ KIỆN SỰ KIỆN HỌC VIÊN 
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2U) Cách nyane | 
Pháp 
. PL Hình học của 


L le0enilrø 


1799 Najsoleon lần 


n1 Quyền 


1310 | Humlolcll na? 
IIrường Đai 
bọc [Secrln 
T4 lồi nghị V?enna 
1324 Gauss và lãoh ai 
khám J›hb1 hình 
; hộc Phí-ÊEur [dd 
1ò39 Lol5achecvsky 
^ £ - { 
công bộ khám 
¡há hình hài Phị- 
„ búcldl bảng tiềng 
[ Nụa trên tạp chí 
di phường | 
l5? Nữ hoang {rướớng dại 
| Victorta lên học (lanh cho 
| ngôi; 7 piáo sự nữ A1uiinl 


_—= 


Holyoke khai 


của GotiIinpcn 
bị sa thái: giảng 
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18349 Cách mạng Dứi; 
KÌein ra đời | 
1854 Bai giang tấp) sự Patncaré ra đời | 
của Rlemainn | | 
1866 | Ricmann chỉ ra | 
| rằng topo học và 
giải tích gấn bó 
chặt chế với nhau 
1870 Chiến tranh 
Phát›-Phổố 
1880 Poincurré nhận ra | 
rằng tình học 
Euclil là trọng | 
| tầm nghiên cứu 
của ông 
1881 | Klc:a-Poinc arẻ 
trao đổi thự từ 
| 
laa+4 VUng dất nhàng 
của ^Alxott xuất 
hiện 
1885 Klein nhân lời 
m1 từ Đại 
học Johns 
Konkins: ng 
chuyên ciến 
| CaOttrngen 
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1914-18 
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Bài báo topo đầu 
Liên củe¿ Poincurẻ 


Hạn mươi ba bài 
toán của Fltlbert 


Bái bỗ suag thứ 
Dảm của Poincaré 


Lí thuyết tương 
đối hẹp của 
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Dehn gửi rồi rút 
lại chứng minh 
sià thuyễt 
Poincuré 


, Ẩ£ 
Poincare mat 
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đổi rộng của 
Einstein 
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Chicago khai 
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Veblen được 
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hirkhoff được 
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hoc Harvard 


LuznD được 
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Poincaré. Cuôn 


sách của Seifert- 
Throlfall xuất hiện 


1935 Whiteheatcl rút lại 
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Alexandrofí-Hopf 
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1939-45 Thể chiến II 


1950 


= ` ^ 

1956 Hình cau ki la 
của Milnor Naah 
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nhúng Riemann 
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Viện Nghiên 
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la Princeton 
được thành lập 
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1982 bị hoãn 
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Poincaré cho 
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»ử dlung clòng 
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trình của Yau về 
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chướng Fielcls 


Rourke, Re 
=- A NV 
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mình giả thuy et 
f?sincaré 
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Perelman đoat 
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Viên Nehien 
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học Quốc tế 
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Cát Huưởng | 
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Stony Brook 
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Đọc thêm 


Sau đây là danh mục ngắn các tác phẩm, các bài viết dành 
cho các bạn muốn tham khảo, tm hiểu thêm. Các bạn có 
thể xem thêm phần trích dân trong mục lục sách tham 
khảo 

Để tham khảo tiểu sử các nhà toán học, nguồn tư liện 
tốt nhất có thể tiếp cận là từ điển tiểu sử khoa học của 
Gillispie. Nguồn thông tin trực tuyến MacTutor History 
được điều hành bởi JJ]OConnor và E.F. Robertson 
hịt hinu) 
chứa đựng các thông tin tham khảo ngắn gọn, sống động 
về các nhà toán học. Các bạn cũng có thể tiếp cận được ở 


:2www -historVv.mc3.st-andrews.ac.uk/h1istorv/index. 





đây các tóm tất súc tích về các chủ đề toán học. Thông tin 
từ Wikipedia (http:/⁄en.wikipedia.org/wiki) ngày càng trở 
nên mạnh mề và rang tính học thuật cao. 

Để tìm hiểu thêm về tiểu sử các nhà toán học các bạrt 
có thể tìm đọc tài liêu của LaugøwItz viết vẻ Riemann, 
Buhler viết vẻ Gauss, và Reid nói về Hilbert. Xen lẫn 
trong tiểu sử nhiều phần trong tài liệu của Laugwitz và 
Buhler đòi hỏi người đọc phải có nên tảng toán học vững 
chắc. Vào thời điểm này khó có thể tìm được tư liệu tiểu 
sử nào đầy đủ về Foincaré. Một tác phẩm xứng tầm với 
cuộc đời và công trình của ông hứa hẹn sẽ ra đời trong 
năm 2010. Trong lúc chờ đợi tác phẩm này, chúng ta có 
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thể tìm hiểu về cuộc đời và sự nghiệp của Poincaré được 
tắm tắt bởi Botftazzini, Tuy vậy tài liêu này mới chỉ có bản 
tiếng Pháp. Tác phẩm của Galison nói về lác động to lớn 
của hoàn cảnh xã hội đến công việc của oincaré và 
Einstein. Để biết thêm về các tổ chức xã hội đã hỗ trợ và 
ủng hộ các nhà toín học các bạn có thể tìm đọc tác phẩm 
của Nakavama. 

Với bạn đọc có nẻn tảng toán học hạn chế, tài liệu 
tham khảo thích hợp nhất có thể giúp các bạn hiểu hơn 
về môi quan hệ giữa hình học và topo học trong trường 
hợp đa tạp hai và ba chiều là tac phẩm của Jeff Weeks - 
Hình dạng của không gum (The Shape öf Space). Quyển 
sách này không, yêu cầu kĩ năng vi-tích phân. 

Cho những ai có nên tảng kiến thức toán học vững 
hơn thì cuỗn Hình hạc oà topo học ba chiêu của Thurston, và 
các bài giảng của ông ở Đại học Princeton (có trên website 
của MSRI) là những tài liệu tuyệt vời. 

Bài viết của Cannon trong cuỗn sách của Levy - 
Flauors øŸ[ Geonmetru (tạm dịch: Những sắc thai của hình 
học) đã giới thiệu một số mớ hình hình học hvperbolic có 
thể dễ dàng tiếp cận nếu ban đọc đã học qua một khóa vẻ 
vi-tích phãn. 

Đề được giới thiệu về lí thuyết thất nút trong hình 
học topo, bạn đọc có thể tìm đọc các tác phẩm của C. 
Adams hoặc A. Sossinsky (các tác phâm này chứa đựng 
những tư liệu khác nhau). 

Đối với các bạn đã trải qua vài năm học vi-tích phần ở 


chương trình đại học thì giới thiệu ngăn gọn súc tích về 
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hình học topo mà cac bạn có thể tham khảo là tác phẩm 
của Kosinski - Các đa tạp khả ơi. Bài viết của Barden và 
Thomas cũng là sự lựa chọn hợp lí. Để tìm hiểu về hình 
học iemamn, tôi rất muốn giới thiệu đến các hạn các tác 
giả Gallot, Hulin và Lafontaine. Những quyển sách của 
các tác giả này đòi hỏi sự nghiền cứu nghiêm túc từ phía 
người đọc (tốt hơn cả là bạn đọc nên tìm cho mình người 
đồng hành trong quá trình ñm hiểu các tác phẩm này). 

Bai nghiên cứu của Hamilton năm 1995 khảo sát các 
điểm kì đị của đòng chảy Ricci (được tái xuất bản trong 
tuyển tập các bài nghiên cứu của Cao và những, người 
khác về đòng chảy Ricci - Cao et al.s Collected Papers on the 
Ricci Floto) có lẽ là các tài liệu tốt nhất cho việc bắt đầu tìm 
hiểu thêm thông tin về đòng chảy Ricci, Tác phẩm sắp ra 
đời của Tian và Morgan sẽ là cuốn sách đây đủ nhất về 
công việc nghiên cứu vả sự kiểm chứng của Perelman về 
phỏng đoán của Poinecaré. 
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Nguồn minh họa 


Hình minh họa 1 và 2 được tạo bởi tác già đựa trên các bán đỗ tham 
khảo có nguồn từ CIA's The Word. Facthhook (www.cia.gov/cia/ 
publicaHons/factbook). 

Hình minh họa 3 được lẫy từ nguồn tham khảo trực tuyến của 
Librarv of Congress. (B Agnese, Dortolan atlns 0ƒ 9 charts nrđ a trorld 
up, etc. DedIcaled lo FlizronVWus RuffanH, Abbot öfƑ St. Vanast, 1544, 
Call No. GI001LA4 1544, digial ID: g3200m gct00001 
httpz⁄hdL.loc.govloc.gmd/g3200m gc100001). 

Hình mình họa 4 và 5 được tạo bởi tác gia dựa trên các bản đả 
tham khảo có nguồn từ CIA“s The WorÌd Factboak. 

Hình minh họa 6-17 được tạo bơi tác giả 

Nguồn của hình mình họa 18 chưa được xác định. 

Hình mình họa 19 được xây dựng bởi tác giả với sự lỗng ghép 
từ hình minh họa 20. Hình mình họa 20 là bản phác thảo về Thiên 
Đường cúa Doré trong tác phẩm Thân khúc của Dante. Được saa 
chụp lại từ ân bản của Dover (19746). 

Hình minh họa 21 và 25 được tạo bởi tác giả. 

Hình minh họa 2b là bức ảnh chụp tác phẩm tranh sơn đầu 
của Carl Freidrich Gauss của họa sĩ C.Á Jensen (1792-1870) do tác 
giả chụp. Nguồn từ Đại hoc Archiv der Georg-August, CGõttingen, 
Germany. 

Hình minh họa ^7 và 37 được tạo bởi tác giả. 

Hình minh họa 38 và 39 có nguồn từ Archiv đer Spftung 
Benectius Gotthelf Teubner Leipzig/Dresder/Berlin/Stuttigart. 

Cá thể nói các hình minh họa 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 
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17, 19, 21, 22, 23. z4, 25, 27, 28, 29, 30, 51, 32, 33, 14, 35, 36, 37, 42, 43, 
44, 45, 46, 47, 49, 50, 51, 52, 53 được xây dựng bởi chính các độc giả 
(Một số đã được tạo nên bởi các giáo viên trợ giảng, hoặc được in 
lại từ các nguàn khác). 

Vẻ các hình minh họa được xây dựng dựa trên các bản đề (1, 
2, 3,4, 5, 18) liệu có phải là các bản đỗ gốc mà bạn đã sử dụng và 
chính sửa là các bản đồ có tác quyền hay là các bản đỗ được phép 
tham khảo tự do? 

Một nguồn rất quan trọng là các bức tranh được sử dụng 
trong các hình mình hạa 20, 26, 38, 39, 41, 48. Liệu có bức nào được 
in lại từ các quyền sích khác? Các bức khác được lấy từ các nguồn 
khác liện đã được trích dẫn cụ thể về nguồn tham khảo? Xin vui 
lòng liên hệ với tôi nếu bạn muốn bàn bạc vẻ vẫn để này. 

Hình mình họa số 40 không có nguồn gốc tham khảo, liệu có 


cân xm phép? 
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Donal O'Shea là Trưởng khoa và Hiệu phó học vụ tại 
trường Mount Holyoke College, đồng thời cũng là giáo sư 
giảng dạy môn Toần tại đây. Là một nhà hình học đại SỐ, 
ông đã viết nhiều sách và tài liệu chuyên môn, các bài báo 
nghiên cứu của ông có mặt ở nhiều tạp chí và kỉ yếu. 
CYShea là thành viên Hội Toán học MI, Liên hiệp Toán 
học Mi và các hội toán học của Canada, London và Pháp. 
Ông sống ở Nam Hladley, Massachusetts. Ông cũng là 
thành viên của Ủy ban trao giải thưởng Thiên niên kỉ đầu 
tiền cho Grigory Perelman về công trình im ra đáp án 
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